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1.1.1 Généralités

Exercices : Documents :
Exercice 1.1 Document 1.1
Exercice 1.2

Exercice 1.3

La définition précise d'un espace vectoriel est donné dans le document référencé. Puisque
les principales applications que vous rencontrerez ne feront appel qu’a R” (ou C") et P, (les
polynémes de degré inférieur ou égal a n), nous allons illustrer la définition dans ces deux cas
particuliers.

- Commencons par étudier 'espace R® des vecteurs ¥ que vous pouvez identifier a OM dans
un repere orthonormé (voir figure 8.0.1). Vous connaissez la somme des vecteurs et vous
vérifierez en exercice qu’elle est associative, commutative, qu’il existe un é lément neutre
(0) et que tout vecteur (¥) admet un symétrique (—%). C’est la loi de composition interne de
I'espace vectoriel R3.

Vous savez multiplier un vecteur par un nombre réel A (homothétie de rapport A), c’est la

o n ) ] q n : 5 Sommaire
deuxieme loi de I'espace vectoriel dont il est facile de montrer qu’elle possede les bonnes Concepis
propriétés.

— Lensemble P, (polynomes de degré inférieur ou égal a n a coefficients réels) est muni aussi
d’une addition associative, commutative, ayant un élément neutre (le polynéme nul) et telle [
que tout polyndme p a un symétrique —p. Vous savez aussi multiplier un polynéme par un DEoXceurriwlce:i?s



section A suivant »

FIGURE 1.1.1 - Espace

nombre réel A (il suffit de multiplier tous ses coefficients par 1) et ce produit posséde aussi
les bonnes propriétés pour faire de P,, un espace vectoriel.

Dans les deux exemples précédents la deuxieme loi est constituée du produit d'un élément
de I'ensemble par un nombre réel. On dit donc que les deux ensembles R3 et P,, sont des espaces
vectoriels sur R.

Remarque - Considérons maintenant I’ensemble C des nombres complexes. La loi de com-
position interne est 'addition des nombres complexes. Pour la deuxieme loi, il y a deux choix
possibles. Sil’on considére le produit d’'un nombre complexe par un nombre réel on obtient alors
un espace vectoriel sur R, mais, sil’on considére le produit d'un nombre complexe par un nombre
complexe, on obtient alors un espace vectoriel sur C.

<< 8
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1.1.2 Sous-espace vectoriel

Exercices : Cours :

Exercice 1.4 Espace vectoriel - Généralités
Exercice 1.5

Exercice 1.6

Soit E un espace vectoriel sur K (ou K représente R ou C), on peut alors définir un sous-espace
vectoriel de E.

Définition 1.1.1. On appelle sous espace vectoriel F de E un sous ensemble non vide de E qui reste
stable pour les opérations sur E (que l'on notera s.e.v. en abrégé), c'est-a-dire
- VXe EVye EX+J€F,
- VAeK,VXe EAX€eF.
Cette définition est parfois donnée sous la forme synthétique suivante
VXe FEVyeFEVYAeK,VueK, AX+uyeF.

Par exemple, dans R?, les droites de vecteur directeur ¥ sont des sous-espaces vectoriels (F =
{AX, L€ R}).

Dans R3, les plans engendrés par deux vecteurs X et ¥ non proportionnels sont des sous-
espaces vectoriels (F = {AX+ uy, L€ R, u € R}).

L'espace des polynémes Pj. est un sous-espace vectoriel de P, si k < n.

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents
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1.1.3 Famille libre, famille génératrice

Exercices :
Exercice 1.7
Exercice 1.8

Définition 1.1.2. On dit que la famille {X1,...,X,} de vecteurs d'un espace vectoriel E est liée s'il
existe Ay, ..., Ap € K non tous nuls tels que

/11)_51 + Azl_fg +...+ Ap)_ép = 6
Dans le cas ou la famille possede plus de deux vecteurs, cette définition équivaut a dire qu’il
existe un des vecteurs de la famille qui est combinaison linéaire des autres.
Définition 1.1.3. Une famille qui n'est pas liée est appelée famille libre , dans ce cas on a
{/11551 +/123_52 9P o0 +/1P55P = 6} — {11 = /12 =..= Ap = 0}.
Ainsi la famille de vecteurs de R? {¥, %, X3} = {(1,0), (0,1), (1,2)} est liée puisque X3 = X1 +2%,.
Par contre la famille {X;, X»} = {(1,0), (0, 1)} est libre (le démontrer).

Définition 1.1.4. Ondit que la famille{X, ..., X} de vecteurs d’un espace vectoriel E est génératrice
si tout vecteur X de E est combinaison linéaire de X1, X3, ..., X, C'est-a-dire s'il existe A1,...,Ap € K
tels que

X= /11)_(?1 P /12)_52 +...+ Apfp.

10 | 4.4
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On dit alors que E est engendré par la famille {X,,..., X,} et on note

E=vect<3Xy,...,Xp>.

suivant »
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1.1.4 Base d’un espace vectoriel

Exercices : Cours :

Exercice 1.9 Famille libre, famille génératrice
Exercice 1.10

Exercice 1.11

Nous considérons un espace vectoriel E qui admet une famille génératrice avec un nombre
fini d’éléments. Par exemple {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)} est une famille génératrice de R3 et {1, x, x?,
..., X"} est une famille génératrice de P,,. Certains espaces vectoriels, par exemple les fonctions
continues réelles, n'ont pas de famille génératrice avec un nombre fini d’éléments, mais ce n'est
pas 'objet de ce cours.

Définition 1.1.5. Une base B = {é1,...,é,} d'un espace vectoriel E est une famille libre et généra-
trice.

Un vecteur X de E est une combinaison linéaire d’éléments de B puisque B est une famille
génératrice et on peut montrer que cette décomposition est unique (voir exercice 1.10).

Définition 1.1.6. Un espace vectoriel de dimension finie E est un espace vectoriel qui admet une
base ayant un nombre fini d’éléments : ce nombre est appelé la dimension de E.

12 | 4.4
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Remarquons que, pour un espace vectoriel donné de dimension finie, on peut montrer que Base d’'un espace
toutes les bases ont le méme nombre d’éléments, ce qui justifie la définition de la dimension d'un il
espace vectoriel.

Par exemple, on définit le vecteur &; de R" dont toutes les composantes sont nulles sauf la
ieme composante qui vaut 1, alors la famille {é1,..., é,} est une base de R", ce qui signifie que R"
est un espace vectoriel de dimension n. De méme la famille {1, x, x?,...,x™} est une base de P,,,
donc la dimension de I'espace vectoriel P, est égale a n + 1.

Un résultat intéressant (non démontré), car il simplifie les démonstrations est le suivant :

Proposition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel de dimension n, alors
- toute famille libre de n vecteurs est une base,
- toute famille génératrice de n vecteurs est une base.
Sommaire
Concepts
Exercices
Documents
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1.2 Applications linéaires

1.2.1 Définition de I'application linéaire . . . . . .. ... .. .. ....... 15
1.2.2 Composition et réciproque des applications linéaires . . . . . . .. .. 17
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1.2.1 Définition de I'application linéaire

Exercices :
Exercice 1.12
Exercice 1.13

On considere deux espaces vectoriels E et F définis tous les deux soit sur K = R, soit sur K = C.
On définit alors I'application linéaire :

Définition 1.2.1. On appelle application linéaire u : E — F, une application possédant les proprié-
tés suivantes :

uX+y) = uX) +u(y, VieEVyeE,
u(Ax) = Au(x), VXeEVAEK.

L'application de R dans R qui a x associe e* n’est pas linéaire, par contre celle qui a x associe
3x est linéaire.

Notons que 'image par u du vecteur nul de E est le vecteur nul de F (il suffit de prendre A =0
dans la définition).

Définition 1.2.2. On appelle noyau de u le sous espace vectoriel de E noté Ker u tel que :

Y€ Keru < u(X =0.

15 | 4.4
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On appelle image de u le sous espace vectoriel de F noté Im u formé des éléments u(x), quand
X parcourt l'espace E, soit
yelmu < IX€E, = u(X).

Par exemple, si u est 'application linéaire de R® dans R définie par u(¥) = x1 + 3x2 + 5x3 oll
X = (x1, X2, x3), alors Ker u est le plan x; +3x, +5x3 =0 et Im u est R.

Il existe une relation entre les dimensions de ces sous-espaces vectoriels qui est donnée par
la proposition (non démontrée) suivante :

Proposition 1.2.1. Soitu : E — F une application linéaire, alors

dim E = dim (Ker u) + dim (Im u).

<< 16
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1.2.2 Composition et réciproque des applications linéaires

Exercices : Documents :
Exercice 1.14 Document 1.2

On considere trois espaces vectoriels E, F et G définis sur le méme corps K (R ou C).

Définition 1.2.3. Soient f : E — F et g: F — G deux applications linéaires, la composée (go f) de
f et g est une application linéaire définie par

gof: E -G
X —glfxl.

La composée est, en effet une application linéaire puisque
(o HNE+Y) =glfX+PI=glf D+ f(M]=glfD]+glf(P]=(gofHX)+(g° N,
(g0 NAX) = glf AD] = gIAf ()] = Ag[f (D] = A(g > ) (D). Sommaire
Concepts

Rappelons que l'inverse d'une application (non nécessairement linéaire) se définit par composi-
tion:

Exercices
Documents

17 | 4.4
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Définition 1.2.4. Soit f une application de E dans F, elle est inversible s'il existe une application
de F dans E notée f~! telle que

flof=ipetfoft=ip (ig est l'identité de E dans E).

Lapplication f~! est appelée application réciproque (ou inverse) de f.

Rappelons aussi qu'une application est inversible si et seulement si elle est injective et surjec-
tive, c’est-a-dire bijective (voir le document référencé pour les définitions) et alors f ~1 est aussi
bijective. Dans le cas des applications linéaires, on a une caractérisation de l'injectivité par le
noyau (la démonstration est donnée dans le document référencé) :

Proposition 1.2.2. Lapplication linéaire u est injective si et seulement si
Ker u = {0}.

1

Pour les applications linéaires u bijectives, on démontre que I'application réciproque u™ " est

aussi linéaire.

<< 18
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1.3.1 Définition des matrices

Exercices : Cours :
Exercice 1.15 Application linéaire, noyau, image
Exercice 1.16

On considere deux espaces vectoriels E et F définis sur le méme corps K (R ou C) et tels que
dimE =netdimF = m.

Définition 1.3.1. Soit u : E — F une application linéaire, on appelle matrice associée a u dans les
bases & = {é1,6s,...,é,} et F = {fl,fg, ...,fm} le tableau A de scalaires (c’est-a-dire d’éléments de K)
a m lignes et n colonnes construit de la facon suivante : la jeme colonne de A est constituée par les
composantes dans la base de F du vecteur u(é;). Autrement dit si on note a;j 'élément du tableau
A situé a la ieme ligne et la jeme colonne, on a

m
u(é;) = Zaijfi» l<j=n.
i=1 3
Sommaire
Concepts

Exercices
Documents
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La matrice A est donc représentée par

ayn
az
asy

ail

am1

a2
a2
asy

ain

am2

a3
ass
ass

ais

am3

section A

6l1j
azj
613]'

a,-j

amj

ain
a2n
asn

Ain

Amn

Définition des
matrices

On dit que la matrice A est de format (m, n), ou de type (m, n) si elle a m lignes et n colonnes
et on appellera .4, I'ensemble de telles matrices. (On pourra préciser le corps K si c’est néces-

saire.)

— Si m = n la matrice est dite carrée.

— Si m =1, la matrice est une matrice ligne ou encore un vecteur ligne.
— Si n =1, la matrice est une matrice colonne ou encore un vecteur colonne.

- Sim=neta;j=0pouri# j, lamatrice est diagonale.

Sim=n,sia;j=0pouri# jetsia;; =1,lamatrice estla matrice identité.
- Sim=neta;; =0pouri< j,lamatrice est triangulaire inférieure.
Sim=neta;j=0pouri> j,lamatrice est triangulaire supérieure.

Sommaire
Concepts

Par exemple, dans le plan E on peut écrire la matrice d'une rotation d’angle 6 en prenant un
repere orthonormé (on aura F = E, & = & = {€}, é,}). On a alors :

u(é;) =cosbe; +sinfeé,, u(é,) = —sinfé; + cosbé,,

<<

21

Exercices
Documents
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ce qui donne la matrice Définition des
_ 0959 —sinf _ matrices
sinf cosf
Enfin, on notera dans la suite A}, 1 < j < n, lajeme colonne de Aet A;, 1 <i < m,laiemeligne
de A.
Sommaire
Concepts
Exercices
Documents

<< 22
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1.3.2 Somme et produit de matrices

Exercices : Cours :

Exercice 1.17 Matrices - définition
Exercice 1.18

Exercice 1.19

Exercice 1.20

Une matrice se présente donc comme un tableau de nombres (de R ou C), mais on ne peut
raisonnablement rien démontrer sur les matrices sans faire référence aux applications linéaires
qu’elles peuvent représenter. Nous ferons un usage constant de cette référence en considérant
que toute matrice a m lignes et n colonnes peut étre considérée comme la matrice de ’application
linéaire u: R"” — R™(ou u:C" — C™) définie par

m
u(é]-):Zaijfi, ISan
i=1

ou{é,..., ey} et {fl, e fm} sont respectivement les bases de E et F.

Sommaire
e v . . . . Concepts
On peut ainsi définir la somme de deux matrices et le produit d'une matrice par un scalaire.
Définition 1.3.2. Soient deux matrices A et B de méme format (m, n), on définit A+ B , somme de
A et B comme étant le matrice C, également de format (m, n), dont le coefficient c;; est donné par Exercices
Documents

cij=ajj+bij,1<isml<j<n,

23 | 4.4
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(C est la matrice de l'application linéaire somme des applications linéaires représentées par A et B).
De méme le produit du scalaire A par la matrice A est la matrice, notée A A obtenue en multipliant
chaque coefficient de A par A.

Soient trois espaces vectoriels E, F et G tels que
dimE=n,dimF=metdimG=q.

Définition 1.3.3. Soientu: F— Getv:E— F,onposew =ucvonadoncw : E— G.Soit Ala
matrice de u dans les bases & et et B la matrice de v dans les bases & et & . Alors, par définition,
la matrice de w dans les bases & et§ est égale au produit de A par B noté AB.

v u w=1uov
E — F — G E — G
& B &% A ¥ & C=AB ¥

On peut démontrer le résultat suivant :

Proposition 1.3.1. Le produit C = AB des deux matrices est donné par la formule suivante :
m
C,'j = Z aikbkj, i= 1,...,6] ,j = 1,...,11.
k=1

Proposition 1.3.2. Soit u une application linéaire de E dans F , on note y = u(X), soient & et &
deux bases respectives de E et F, soient xi, X, ..., X, (Tesp y1, ¥2, ..., Yp) les composantes de X (resp

<< 24 | 4.4
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y) dans la base & (resp &) on note

X1 N
X2 )2
X= etY = .

Si A est la matrice associée a u dans les bases & et % ,onaalors:Y = AX.

La démonstration est proposée en exercice.

<< 25
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1.3.3 Inverse et transposée d’une matrice

Exercices : Cours :

Exercice 1.21 Matrices - somme et produit
Exercice 1.22

Exercice 1.23

Soit u une application linéaire et bijective de E dans E, alors elle est inversible et la matrice A
qui lui correspond est carrée. La matrice qui corespond a u~! est notée A~! et vérifie

AAT =AT1A=,
d’ou la définition.
Définition 1.3.4. Soit A une matrice carrée, la matrice inverse de A notée A™', si elle existe, est

définie par
AA T =A"1A=1

Sommaire
Linverse d'une matrice, s’il existe est unique (voir exercice 1.22). D’autre part, puisque Concepts
ABB'A'=B'AT'AB=1
on en déduit que Exercices
(AB) l=B1al Documents

26 | 4.4
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Définition 1.3.5. Soit A € My, on appelle transposée de A la matrice notée AT appartenant a
Mnm obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A, on a donc

ADij=aji, i=1,...,n,j=1,...,m.

On peut démontrer tres facilement les propriétés suivantes :
An" = A, A+BT = AT+ BT, AA)T = 14T,
Si X et Y sont deux vecteurs colonnes alors X7Y = YT X est un scalaire de K (R ou C) et plus
précisémentona: XY =YTX=Y" x;y;.

Lorsque le produit AB existe, alors on a (AB)” = BT AT, Cela se démontre aisément en com-

parant les éléments des deux matrices.

<< 27

Inverse et
transposée d'une
matrice

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents



< précédent section A suivant »

1.3.4 Définition d’'un changement de base

Exercices :
Exercice 1.24
Exercice 1.25

Définition 1.3.6. Soit& = {é1,65,...,é,} et&' = {5’1, 5’2, s 5’,,} deux bases de E, on appelle matrice
de passage de la base & a la base &' la matrice P définie par :

FE o By By
pu pi2 ... P1j .- Pin é
P21 P22 ... P2j --- Pon é
pP= .
pii Pi2 --- Pij --- Pin éi
Pni Pn2 --- Pnj --- Pnn én
qui est donc obtenue en mettant en colonnes les composantes, dans "l'ancienne base" & des vecteurs Sommaire
n. ”n !/
de la "nouvelle base" &'. Concepts
La matrice P est inversible et son inverse P~! est la matrice de passage de & 4 &. Les résultats
suivants (voir le chapitre 2 de MT23) permettent de calculer les composantes d'un vecteur (resp.
la matrice d'une application linéaire u) dans la nouvelle base a partir des composantes (resp. la Dixcerr(:(e:i?s
u

matrice de u) dans I’ancienne base.
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Proposition 1.3.3. - Transformation des composantes par changement de base - Soit X € E et
s0it (X1, Xo,..., Xn) et (X}, X5,...,X;,) les composantes de X dans les bases € et &', alors on a

x1 55

X =PX ouencoreX' =P 'X, avec X = Do letX'=

% X,

Théoréme 1.3.1. - Transformation des matrices par changement de base - Soit u € Z(E;E), A

et A’ les matrices représentant u dans les bases & et &', alors si P est la matrice de passage de & a &',
on a la relation

A=ptap
(A et A' sont dites semblables.)
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1.3.5 Rang d’'une application linéaire, d’'une matrice

Exercices : Cours :
Exercice 1.26 Application linéaire, noyau, image

Définition 1.3.7. Soit u une application linéaire de E dans F, on appelle rang de u et on note
rang (u) la dimension de Im u (image de u).

Puisque Im u est un sous-espace vectoriel de F, on a rang (1) < dim F avec égalité si u est
surjective. D’autre part, on a vu que
dim E = dim (Ker u) + dim (Im )
donc on a aussi rang (u#) < dim E.

Définition 1.3.8. Soit A € My, on appellera Im A, le sous espace vectoriel constitué des vecteurs
colonnes qui s'écrivent Y = AX.

Sommaire
Im A est le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de A, notées A;, Ay, ..., Ap, Concepts
puisque
n
YeImA=Y=AX<=Y=) xA.
o=l Exercices
Documents

On peut aussi définir le noyau Ker A d'une matrice A de la facon suivante :
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Définition 1.3.9. On appelle noyau d'une matrice A le sous espace vectoriel noté Ker A, défini par :

Ker A={Xe My, AX =0}.

On a le résultat suivant (déja énoncé dans le paragraphe référencé pour les applications li-
néaires) :

Théoreme 1.3.2. Soit A€ My, alors dim [Ker A] + dim [Im A] = n.

Définition 1.3.10. Soit A € My, on appelle rang de A et on note rang (A), la dimension du sous-
espace vectoriel Im A.

Les résultats suivants sont démontrés dans le chapitre 2 de MT23 :

— Soit u € £(E; F) et Aune matrice représentant u (dans des bases arbitraires de E et F) alors
rang (u) =rang (A).

- Aet AT ontle méme rang.

Calcul pratique du rang d’'une matrice Il résulte de la définition et des résultats précédents que le
calcul pratique du rang d’'une matrice se ramene au calcul du nombre de colonnes linéairement
indépendantes ou du nombre de lignes linéairement indépendantes suivant que I'un se calcule
plus facilement que I'autre.

On peut aussi déduire le rang d’'une matrice a partir du rang de I'application linéaire u associée si
celui-ci est connu.

On verra dans le paragraphe sur les déterminants une autre facon de calculer le rang d'un matrice.
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1.4 Déterminants

1.4.1
1.4.2
1.4.3
1.4.4

Définition du déterminant par récurrence . . ... .. ..
Le déterminantetlescolonnes . . . ... ... ... ....
Propriétés essentielles du déterminant . . ... ... ...
Propriétésliéesaurang . . ... ... .. ... .......
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1.4.1 Définition du déterminant par récurrence

Exercices :
Exercice 1.27
Exercice 1.28

Comme vous allez le comprendre dés la définition, la notion de déterminant ne peut étre
introduite que pour les matrices carrées.

Définition 1.4.1. Soit A€ My, ,, on définit par récurrence une application :

dét: Muyn, — K
A — détA
de la maniere suivante :
—sin=1,A=(a),onposedét A=a,

- sin > 1, notons Ay; j| la matrice obtenue a partir de A en supprimant la i° ligne et la j°
colonne, on pose alors

dét A= aydét Ay +...+ (D) agdét Ay + ...+ (=1)" L ay,dét A .

(1.4.1) Sommaire
L L ) . Concepts
Le scalaire dét A est dit déterminant de A et on le note habituellement
a;ly ... din
Exercices
anl ... Qpn Documents
33
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ay  ap
az  ap

Ainsi, =ay1ap — appap) et

ayl diz a3
ay dzy a3 | =4l
asy dadsy dss

a1  azs
asy ass

ce qui donne

suivant »

Définition du

déterminant par

récurrence

azy  az
asy  asz

dét A= ay1ar2a33 — a11a230a32 — A12G21 433 + 12031 G23 + A13021 A32 — A13A22 431 -

Proposition 1.4.1. La définition permet d'obtenir immédiatement les propriétés suivantes :

1. Le déterminant d'une matrice triangulaire inférieure est égal au produit des termes diago-

naux.

2. Ledéterminant d’'une matrice diagonale est égal au produit des termes diagonaux. En parti-

culier le déterminant de la matrice identité est égal a 1.

3. Si A est la matrice dont les termes sont les conjugués de ceux de A alors

dét A= dét A.
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1.4.2 Le déterminant et les colonnes

Exercices :

Exercice 1.29
Exercice 1.30
Exercice 1.31

Une illustration du théoreme suivant a été donnée dans I'exercice 1.27 (pour la démonstration
voir le chapitre 3 de MT23).

Théoréme 1.4.1. Le déterminant est une fonction linéaire de chaque colonne, donc une applica-
tion multi-linéaire de 'ensemble des colonnes, c’est a dire

dét (Ai,..., A1, VA, Aks1,.., Ap) = A dét (A, ..., Ar_1, Ak, Aks1y .- An) (1.4.2)

dét(Ay,..., Ar_1,B+C, Arsrtrerr, Ag) = dét(Ay,..., Ar_1,B, Axsrrerr, Ap)
+dét(Al’-~-»Ak—1» C,Ak+],-..,An).

(A € K, B et C sont des vecteurs colonnes).

(1.4.3)

Sommaire
Concepts
En conséquence, si A€ 4, 5, 0na
dét (AA) =dét (AA;,...,AA,) =A"dét A b
Exercices
Documents
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puisque "on sort un A par colonne" et Le déterminant

t les col
dét (Ay,..., Ar1,0, Apst,..os Ap) = 0 eties colonnes

puisque une colonne nulle peut étre considérée comme le produit du réel 0 par une colonne
quelconque. Le résultat important suivant a aussi été démontré dans le chapitre 3 de MT23 :

Théoreme 1.4.2. Soit A€ My, .
1. Sideux colonnes sont égales, le déterminant est nul.

2. Sion échange entre elles deux colonnes de la matrice, le déterminant change de signe.

3. Le déterminant d’'une matrice ne change pas si a une colonne on ajoute une combinaison
linéaire des autres colonnes.

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents
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1.4.3 Propriétés essentielles du déterminant

Exercices : Cours :

Exercice 1.32 Déterminant et colonnes
Exercice 1.33

Exercice 1.34

Les résultats de ce paragraphe sont a la base de la théorie des systemes linéaires et ne seront
pas démontrés.

Théoreme 1.4.3. Soit A€ My, ,, alors dét A= dét AT,

Ce résultat permet d’étendre de maniere évidente aux lignes les propriétés du déterminant
liées aux colonnes de la matrice. En particulier

1.

le déterminant est une fonction multilinéaire de chacune des lignes,

2. siune matrice a deux lignes égales, le déterminant est nul,
3.
4

sil’on échange deux lignes de A, le déterminant change de signe,

. le déterminant d’'une matrice ne change pas si a une ligne, on ajoute une combinaison li-

néaire des autres lignes.

Les propriétés précédentes permettent de calculer pratiquement le déterminant par récurrence a
partir de n'importe quelle ligne ou n'importe quelle colonne :
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Théoréeme 1.4.4. On a les formules suivantes : Propriétés
(i) Développement suivant la i° ligne essentielles du
déterminant
dét A= ajicoflan) + ajacoflaip) + ...+ ajpcoflain). (1.4.4)
(ii) Développement suivant la j° colonne
dét A= ayjcoflayj) + azjcoflazj) +...+ apjcoflay;). (1.4.5)
ol
coﬂal—j) = (—I)HJ déIA|l',j|
s'appelle le cofacteur de I'élément a; .
Le théoreme suivant est 'un des plus utilisés de 1'algébre linéaire :
Théoreme 1.4.5.
A est inversible < dét A # 0.
Le déterminant d'un produit est donné par le théoréme suivant
Sommaire
Théoréeme 1.4.6. Soient A,B € .y, ,, alors dét (AB) = dét A dét B. Concepts
De ce théoreme on peut déduire que si une matrice est inversible, alors
p =iy _ <2 an =l _ can i Exercices
dét (AA™)=dét Adét A~ =détI=1. Documents
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1.4.4 Propriétés liées au rang

Exercices : Cours :
Exercice 1.35 rang

La notion de rang est essentielle dans la résolution des problemes de lissage (dits aussi pro-
blemes de moindres carrés) que nous traiterons par la suite.

Définition 1.4.2. Soit A € .Uy, ,,, on appelle matrice extraite de A une matrice obtenue en sélec-
tionnant des lignes et des colonnes de A. On peut donc se définir une matrice extraite par deux
ensembles d’indices

I:{ibiz’---)ip}c{1)2y---ym})]:{jlij"-')jq}C{l)z)---»n})

les éléments de la matrice extraite A € ., 4 sont alors dy; = aj,, Ji-

Par exemple si I ={1,3},J = {2,3,5}
1 75 6 8
A=|3 4 8 -1 6 ,alorsA:(

758)
7 5 4 3 2

5 4 2

Notation. En relation avec cette notion de matrice extraite on peut définir une matrice par
"blocs", par exemple
An A
A:( 11 A )

Ax Ap
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ol Ajj € Mm,;,n;, onadonc A€ My, avec m=my +my et n=ny + ny. Propriétés liées
au rang

Théoreme 1.4.7. Soit A € M, alors le rang de A est le plus grand entier r tel qu'il existe une
matrice carrée inversible A € M., extraite de A.

Ce théoreme sert parfois a déterminer le rang d'une matrice mais plutdt, si on connait le rang
r de A, on sait qu’il est possible d’extraire de A une matrice r x r inversible. Ce théoréme sert aussi
a démontrer la proposition qui avait déja été énoncée dans le paragraphe référencé.

Proposition 1.4.2. On a rang (A) = rang (AT).

Démonstration.— Si A est une matrice carrée inversible extraite de A alors AT est une matrice
carrée inversible extraite de A” et donc le résultat est une conséquence du théoréme précédent.

On peut alors caractériser I'inversibilité d'une matrice par son rang.
Proposition 1.4.3. Soit A€ M, ,,

A estinversible < dét A#0 < Ker A={0} < rang A= n.

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents
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1.5 Systemes linéaires

1.5.1 Systemes linéaires a matricecarrée . . ... ............... 42
1.5.2 Systémes linéaires de dimension quelconque . ... ... ....... 44

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents
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1.5.1 Systemes linéaires a matrice carrée

Exercices :
Exercice 1.36

Danslarésolution des systemes linéaires on a ’habitude de noter x et non pas X le vecteur des
inconnues dont les composantes sont (xy,...,X;) et b le second membre dont les composantes
sont (by, ..., by). De la définition de 'image de A, on déduit que, si A € #y,, le systeme Ax =
b admet une solution si et seulement si b € Im A. Mais ce résultat théorique est difficilement
vérifiable! Le théoreme suivant, par contre, est essentiel.

Théoréme 1.5.1. Soit A € Myy, le systeme Ax = b admet une solution unique si et seulement si
détA #0

Démonstration.— Si dét A # 0, A est inversible et on constate alors que x = A~'b est I'unique
solution de Ax = b.
Réciproquement, si dét A =0, A n'est pas inversible et Ker A n’est pas réduit a 0. Donc il existe un
x* non nul vérifiant Ax* = 0 et le systtme Ax = b ne peut admettre une solution unique puisque,
si x est solution, x + x* est une autre solution.

Le théoreme suivant donne la solution "théorique" d'un systeme a matrice carrée, encore dit
systeme de Cramer et la démonstration de ce systeme est donnée dans le chapitre 3 du cours de
MT23.
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Théoreme 1.5.2. Soit A € M, , et soit le systeme Ax = b. Alors pour tout j = 1,2,...,n, onala
formule de Cramer :
deét (A, As,..., A1, b, Aii1,..0Ap) = X det A. (1.5.1)

Ceci permet aussi de calculer I'inverse d'une matrice A, puisque chaque colonne X; de A~!
est solution de AX; = I; ou1 I; estlaiéme colonne de I.

Théoréme 1.5.3. Linverse de A est donnée par

Alo L (co(ANT, (1.5.2)
dét A

CO(A),']' = coﬂa,-j) = (—l)i+j détA|l'yj|.
(La matrice co(A) s’appelle co-matrice de A.)

Comme pour les systémes linéaires, les formules de Cramer ne sont pas utilisées pour calcu-
ler numériquement I'inverse, on leur préfere des méthodes plus économiques par exemple des
méthodes numériques. En revanche les formules de Cramer sont utilisées pour le calcul formel.
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1.5.2 Systemes linéaires de dimension quelconque

Exercices : Cours :
Exercice 1.37 rang
Exercice 1.38

On veut résoudre un systeme linéaire de n équations a p inconnues (A € 4 ) :
Ax=b xeR” beR".

— b=0-0ndit quele systéme est homogene. On est donc amené a chercher les vecteurs x tels
que Ax = 0 ce qui correspond au noyau de A. Ce systeme a donc au moins toujours la solu-
tion nulle. La résolution pratique utilise la méthode d’élimination de Gauss pour résoudre

Ax=0.
On va traiter maintenant en détail I'exemple suivant :
X1 + X9 +X3 =0 X1 +X2 +X3 =0
X +2x, —x =0 +Xy — =
1 2 3 2 —2x3 =0
X1 +3x3 =0 —X2 +2x3 =0
2x1 +x +4x3 =0 —X2 +2x3 =0
-3
X1 +Xx2 +x =0 X2 =2X
! 2 3 — 2 3 = x= x3| 2
+x, —2x3 =0 X1 =-3x3 1

On a donc obtenu I'’ensemble des vecteurs de Ker A, qui sont solutions de Ax = 0. On voit
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que la dimension de Ker A est 1, donc on obtient le rang de A a savoir (3—1). En fait c’est de
cette facon que treés souvent on détermine le rang de A.

b # 0 - On dit que le systéme est inhomogene. Cette fois il n'y a plus de solution évidente
et il est possible qu’il n'existe aucune solution. La méthode consiste a utiliser la méthode

d’élimination de Gauss pour résoudre Ax = b et a voir s’il n'existe pas d’équations incom-
patibles (c’est-a-dire avec le méme premier membre mais des seconds membres différents).

Regardons sur un exemple :

X1 +Xo +X3 =1 X1 +Xo +Xx3 =1
X1 +2x, —X3 =-1 — +Xx, —2x3 =-2
X1 +3x3 =3 —X2 +2x3 =2
2X1 +Xo +4x3 = —Xp +2x3 =
— X1 +Xo +Xx3 =1 — Xp =2Xx3—2
+x, —2x3 =-2 X1 =-3x3+3
—-3x3+3 -3 3
= x= 2x3—2 =x3| 2 |+| -2
X3 1 0

On trouve donc les solutions du systéme Ax = b en sommant les solutions du systeme ho-
mogene et une solution particuliere du systéme non homogene. Par contre le systeme sui-
vant n’a pas de solution (voir I’exercice 1.38) :

X1 + X2 +X3 =1
X1 +2x, —X3 =-1
X1 +3x3 =3

2x1 +x +4x3 =2
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1.6 Valeurs propres
1.6.1 Valeurs propres . . . . . oo v o v i e e e e e e e e e e 47
1.6.2 Valeurs propres et matrices semblables . . . .. ... ... ....... 49
1.6.3 Diagonalisation des matrices . . . . .. .. ... ... ... ....... 51
1.6.4 Valeurs propres et matrices définies positives . . ... ... ... ... 53
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1.6.1 Valeurs propres

Exercices :
Exercice 1.39
Exercice 1.40

Définition 1.6.1. Onditque A € K est unevaleur propre de A € 4, ,, S'il existe un vecteur Y € My 1
, Y #0 tel que
AY =Y. (1.6.1)

Dans ce cas on dit que Y est un vecteur propre associé a la valeur propre A et que (A,Y) est un
couple propre de A.

Définition 1.6.2. On appelle polynéme caractéristique de A le polynome
[TA(s) = dét (sI - A).

Proposition 1.6.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit valeur propre de A est

qu’elle soit racine du polynome caractéristique, c’est a dire : Sommaire
Concepts
det(AI—A) =0. (1.6.2)
Démonstration.— Sil’on écrit la définition, on a : .
Exercices
Documents

A est valeur propre deA <= 3Y #0|(AI-A)Y =0

47 | 4.4



section A suivant »

< (A1 - A) n’est pas inversible <= dét (AI — A) = 0. Valeurs propres

Pratiquement, les valeurs propres d’'une matrice A sont les racines du polynéme dét (A — sI) (qui
a évidemment les mémes racines que le polynéme caracatéristique). La recherche des vecteurs
propres se fait en résolvant alors le systeme AY; = 1;Y;.

On a les propriétés suivantes :

— Les valeurs propres d'une matrice triangulaire sont ses termes diagonaux.

— Anon inversible <= 0 est valeur propre de A.

— Aet AT ont les mémes valeurs propres mais pas les mémes vecteurs propres.

Proposition 1.6.2. Une matrice A € M, admet n valeurs propres complexes comptées avec leur
ordre de multiplicité.

Si on appelle A1, ..., A, ces valeurs propres (distinctes ou confondues), on a

n n
trace (A) = Z Ai, dét A= H/li
i=1 i=1

Sommaire
Concepts
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Documents
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1.6.2 Valeurs propres et matrices semblables

Exercices :
Exercice 1.41

Définition 1.6.3. Deux matrices A€ My, et B € My, , sont dites semblables, s'il existe une matrice
inversible P € My, ,, telle que B= P~ AP.

Il est évident que deux matrices semblables ont le méme déterminant. Par contre, la réci-
proque est fausse c’est-a-dire que deux matrices qui ont le méme déterminant ne sont pas tou-
jours semblables.

Proposition 1.6.3. Deux matrices semblables ont le méme polynome caractéristique et en particu-
lier les mémes valeurs propres.

Démonstration - Si A et B sont des matrices semblables, alors

sI-B=sI-P'AP=sP 'P-p AP =P !(sI- AP Sommaire
Concepts
et donc
dét (sI — B) = dét (P_l(sI— A)P) = dét P 1dét (sI— A)dét (P) = dét (sI— A), ;
Exercices
Documents

c’est-a-dire IT4 = I1p.
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Attention! Si A et B sont semblables, elles ont bien les mémes valeurs propres mais pas les

Valeurs propres
mémes vecteurs propres, cependant nous allons exhiber une relation entre les deux. En effet si T T
(A,Y) est un couple propre de A, on a semblables
AY =AY = PBP 'Y =AY = BP 'Y =AP"'Y
donc Z = P~'Y est un vecteur propre de B associé a la valeur propre A (ce qui, au passage, consti-
tue une autre démonstration de la proposition précédente).
Remarquons que la méthode d’élimination de Gauss transforme un systéme Ax = b en un
systeme équivalent Ux = c qui ala méme solution et dont la matrice U est triangulaire supérieure.
Malheureusement les matrices A et U ne sont pas semblables et I'élimination de Gauss ne permet
pas de calculer les valeurs propres de A.
Sommaire
Concepts
Exercices
Documents
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1.6.3 Diagonalisation des matrices

Exercices :
Exercice 1.42

On a souvent '’habitude de ne considérer que des matrices a coefficients réels. Mais elles ne
sont que des cas particuliers des matrices a coefficients complexes. Ce paragraphe a pour but de
savoir dans quel cas on peut trouver une matrice diagonale D semblable a une matrice donnée
A. Les éléments de la diagonale de D seront alors les valeurs propres de A qui sont intéressantes
a connaitre, en particulier dans de nombreuses applications de la physique, méme si elles sont
complexes.

Définition 1.6.4. On dit que la matrice A € Uy, , est diagonalisable dansR (resp. dans C) si elle est
semblable a une matrice D € My, ,(R) (resp. D € M, ,(C)) diagonale.
Puisque A et D sont semblables, il existe une matrice P telle que
D=P'AP < AP=PD,

ce qui est équivalent a AY; = A;Y; (ou Y3,..., Y, sontles colonnes de P et 14, ..., 1, sont les termes
diagonaux de D). Donc la diagonale de D est constituée des valeurs propres de A et les colonnes
de P sont les vecteurs propres correspondants.

Les résultats suivants, utiles mais délicats a démontrer, se trouvent dans le chapitre 5 de
MT23:
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Théoreme 1.6.1. Soit A € #,,,,(R) une matrice symétrique, alors Diagonalisation
1. A a toutes ses valeurs propres réelles, des matrices

2. il existe une base orthonormée deR" constituée de vecteurs propres de A (on utilise le produit
scalaire usuel deR"),

3. A est diagonalisable dans R. Plus précisément, il existe une matrice P orthogonale telle que
D = PT AP soit une matrice diagonale.

On rappelle que :
— le produit scalaire usuel de R” est celui qui a deux vecteurs x et y fait correspondre le réel
n

xT y= Z X;y;. A ce produit scalaire on associe la norme euclidienne définie par : (||x|| =
i=1
xTx=,/ ;'1:1ng)'
Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.
Une base orthonormée de vecteur est telle que les vecteurs sont orthogonaux deux a deux
et que la norme de chacun d’eux est égale a 1.
Une matrice Q € 45, (R) est orthogonale si et seulement si QTQ=1.
Si Q est orthogonale, alors ses colonnes Q; sont des vecteurs orthonormés de R” (la notion

de matrice orthogonale sera reprise dans le chapitre sur les moindres carrés).
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1.6.4 Valeurs propres et matrices définies positives

Exercices : Cours :

Exercice 1.43 Diagonalisation des matrices
Exercice 1.44

Définition 1.6.5. On dit qu'une matrice A € M, ,(R) symétrique est semi-définie positive si
x"Ax>0 VxeR"
On dit qu'elle est définie positive si de plus

x'Ax=0 = x=0.

Si B € M}, ,(R), alors les matrices BBT € Mym(R) et BTBe M n(R) sont symétriques.

Proposition 1.6.4. Soit B € 4, ,(R), alors
— BT B est semi-définie positive,
— supposons n < m et B de rang n, alors BT B est définie positive.

La démonstration est laissée en exercice.

Proposition 1.6.5. Soit A € #,,(R) une matrice symétrique. Alors A est définie positive (resp. semi-

définie positive) si et seulement si ses valeurs propres sont strictement positives (resp. positives ou
nulles).
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Démonstration - La démonstration se fait en deux parties : Valeurs propres
— Supposons que A soit définie positive (resp. semi-définie positive) et soit (1, Y) un couple et matrices
propre de A, c’est-a-dire définies
AY =AY = YT Ay =AvTy.

positives
Puisque Y est un vecteur propre, ce n'est pas un vecteur nul et donc ona Y7 AY > 0 (resp.
YTAY =0)et YTY >0, ce qui donne A > 0 (resp. A = 0).
— Réciproque : Supposons que les valeurs propres de A soient strictement positives (resp.
positives ou nulles). Puisque A est symétrique, il existe une base orthonormée de vecteurs
propres (voir le paragraphe référencé) que I'on note {Y3,..., Y,}. Considérons un vecteur x
quelconque de R"”, alors
n n n n
x=Y a;V; > x"Ax= Y a; Y |A|Y a;Yi| =) a?A;.
i=1 i=1 j=1 i=1
Et donc, x” Ax = 0 pour tout x € R” et, si les valeurs propres sont strictement positives,
xTAx=0=> a%:O = x=0.
Remarquons qu’'une matrice symétrique définie positive n'a pas de valeur propre nulle, elle est
donc inversible.
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section A suivant »

Document 1.1 Définition de I’espace vectoriel

Définition 1.6.6. Un espace vectoriel sur K (K = R ou C) est un ensemble E (dont on appelle vec-
teurs les éléments ) possédant les deux lois suivantes :
— l'addition de vecteurs (loi interne qui donne a E une structure de groupe commutatif),c’est a
dire que, pour tout x, y, z deE, :
— associativité: (x+y)+z=x+(y+2z),
— existence d'un élément neutreec E: x+e=e+x=Xx
— tout élément x € E aun symétriquex' € E : x+x' =x'+x=e,
— commutativité : x+y =y +Xx.
— le produit d’'un vecteur par un élément de K (loi externe dont le résultat est une vecteur de E)
qui possede les propriétés suivantes :
VA ueK,Vx,yeE:
- (AW x = A(ux)
- A+wWx=Ax+pux
- Ax+y)=Ax+ Ay
- 1x=x (1 élément unité deK ).
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Document 1.2 Injectivité, surjectivité

Par définition une application f : E — F est surjective si Im f = F. Elle est injective si
VxeENyeEf(x)=f(y)eox=1y,

ce qui veut dire que deux éléments distincts ont des images distinctes.
Pour les applications linéaires, on a la caractérisation suivante de I'injectivité :

Proposition 1.6.6.
Une application linéaire u est injective si et seulement si keru = {0}.

Démonstration - - Supposons que u est injective et soit X € ker u, alors on a
u(@=0etu) =0

doux=0 par injectivité et ker u = {0},

- Réciproquement, soient X et X’ deux vecteurs tels que u(X) = u(X’), alors, par linéarité, on a

u(x—Xx') =0 et comme ker u = {0}, X — X' =0, d’ou1 u est injective.

retour au cours
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Exercices du chapitre 1
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Exercice 1.1

Montrer que la somme de vecteurs et le produit d'un vecteur par un nombre réel donnent a
R3 une structure d’espace vectoriel sur R.

retour au cours
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Exercice 1.2
Montrer que la somme de polyndmes et le produit d'un polynéme par un nombre réel donnent

a P, (polyndmes de degré inférieur ou égal a n a coefficients réels) une structure d’espace vecto-
riel sur R.

retour au cours

Solution
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Exercice 1.3

Montrer que I'’ensemble des polynomes de degré exactement égal a n n’est pas un espace
vectoriel.

retour au cours
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Exercice 1.4
— Montrer que si X est un vecteur de R?, alors F = {A%, A € R} est un sous-espace vectoriel de
R?.
— Montrer que si X et y sont deux vecteurs de R3, alors F = {AX + 1y, A, u € R} est un sous-
espace vectoriel de R.
— Montrer que 'espace des polyndmes Pj est un sous-espace vectoriel de P, si k < n.
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Exercice 1.5

Montrer que si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors F N G est un sous-espace
vectoriel de E alors que F U G ne l'est pas (en général).

retour au cours
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Exercice 1.6
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E et soit
H={X¥=y9+Z%, yeFEZeG}.

On note alors H = F + G et on appelle H la somme de F et G.

— Représenter graphiquement un élément de H lorsque E = R3, F est un plan vectoriel et G
une droite vectorielle (non contenue dans le plan).

— Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E.

— Que vaut H dans le cas particulier de la premiére question ? Que vaut F U G dans ce méme
cas?

— Montrer que si Fn G = {0}, ¥ et Z sont uniques pour un X donné. On dit alors que F + G est
une somme directe et on note F & G.

retour au cours
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Exercice 1.7
— Donner une famille liée de vecteurs de R® (donner les vecteurs par leurs composantes).
— Montrer que la famille {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)} de vecteurs de R® donnés par leurs compo-
santes est libre. Montrer qu’elle est aussi génératrice.
— En vous inspirant de la question précédente, donner une famille libre et génératrice de R”.

retour au cours
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Exercice 1.8

< précédent section A

Lafamille S ={(1,1,-1), (1,1,1), (v/2,v2,3)} est-elle liée ?

Solution

retour au cours
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Exercice 1.9

Montrer que la famille {1, x, x%,..., x""} de polynomes de P, est une base de P,,.
q

retour au cours
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Exercice 1.10

Soit B = {é, ..., é,} une base de 'espace vectoriel E et soit X € E. En raisonnant par ’absurde,
montrer que la décomposition de X sur B est unique, c’est-a-dire qu'il existe 11, A,...,4, uniques
tels que

F= /11@1 +...+Anén.

retour au cours
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Exercice 1.11

A partir des vecteurs ¥ = (1,1,—1) et y = (1,1,1) de R3, trouver une vecteur Z tel que la famille

- > o

{X, 7,2} soit une base de R5.
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Solution

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents




< précédent section A suivant »

Exercice 1.12
Vérifier rapidement que les applications suivantes sont linéaires. Calculer leur noyau et leur
image.

1. u; : R" — R, définie par
uix)=aix1+axxy+...+ayxy,

oua, ay, ..., a, sont des réels donnés.
2. up : Py — Py_,, définie par
ux(p)=p’,

ou p’ estla dérivée du polynéme p.

retour au cours
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Exercice 1.13

Soit F et G deux sous-espaces vectorielsde Etelsque E=F+Get FNG = {0} (voir I'exercice
1.6). On a montré que si X € E, alors il existe deux vecteurs uniques y € F et Z € G tels que X = y+ Z.
Soit I'application

u: E— F telleque u(x) =7y.

1. Montrer que u est une application linéaire.
2. Calculer le noyau et I'image de u.

3. Donner leur dimension et vérifier le résultat

dim E = dim Ker (¢) + dim Im (u).

retour au cours

Solution
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Exercice 1.14

On note u la rotation d’'un angle 6 dans R?, utiliser les propriétés géométriques pour traiter
'exercice :

1. Montrer que I'application u est linéaire.

2. Quel est son noyau, quelle est son image ?
3. Montrer qu’elle est bijective.
4

. Donner 'application inverse et en déduire qu’elle est linéaire et bijective.

retour au cours
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Exercice 1.15

Montrer que la matrice de I'application ig : E — E est la matrice identité I lorsque I'’on munit
E de la méme base.

retour au cours
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Exercice 1.16

On suppose que E = F = P», on munit P, de la base canonique {1, x, x%} et on définit u telle
que u(p) = p'. Déterminer alors la matrice de wu.
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Exercice 1.17

Calculer le produit AB (et BAlorsque cela est possible) dans les cas suivants :

01 1 0
La=(0 1)a=(1 )

1 2 -1 1 0
2. A= 0 1 1 |,B=] -1 1
1 -1 O 1 -1

retour au cours

Solution
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Exercice 1.18

Montrer, en utilisant le produit de matrices, que la composée de deux rotations planes d’angles
0; et 8, est une rotation plane d’angle 6, +6,.

retour au cours
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Exercice 1.19

Montrer la proposition 1.3.2. Pour cela on calculera la décomposition de #(X) dans la base de
F et on la comparera a la décomposition de y dans la méme base.

retour au cours
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Exercice 1.20

1 2 6
Alorsque 'on munit R3 et R? de leur base canonique. Calculer u(X) pour ¥ = (1,-1,2).

3405
Soit la matrice A = ( ), u est 'application linéaire de R® dans R? dont la matrice est

retour au cours
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Exercice 1.21

On a montré, dans I'exercice 1.14 que la rotation plane d’angle 0 est bijective. Donner la ma-
trice inverse de la matrice de cette rotation.

retour au cours
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Exercice 1.22
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suivant »

Montrer que la matrice inverse d’'une matrice, si elle existe, est unique.

Solution
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Exercice 1.23

Soient X et Y deux vecteurs colonnes, les produits XY et XY T Existent-ils ? et, si oui,sont-ils
égaux?
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Exercice 1.24

Soit E un espace vectoriel muni d’'une base & = {&}, é;}. On définit les vecteurs e’y = &; + &,
e’y =28é, — é; d'une nouvelle base &' = {¢/, €/,}. Donner P, matrice de passage de & dans &’.

retour au cours
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Exercice 1.25

On reprend les données de I'exercice 1.24. On définit u € £ (E; E) par
u(é’l) = 51 +3éz, u(éz) = 251 = ép_
Quelle est la matrice A de u dans la base & ?
Exprimer u(g’l), u(g’g) en fonction de €; et é5.
En déduire u(g’l),u(g’z) en fonction de 5’1 et 5’2.
En déduire A'.
— Calculer P71 AP.

retour au cours
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Exercice 1.26

< précédent section A

Déterminer le rang des matrices A suivantes :
— A estla matrice de la rotation dans le plan.

1 1
- A=|1 0
31
1 3
- A= 2 2
1 2
Solution

1
0
1
5 1
6 -2
4 0

retour au cours
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Exercice 1.27

Calculer les déterminants suivants :

4 2 3 4 2 3 4 3 1 2 2 4 2 31
a c¢ 3a c
bd,'gbd,034,012,021,311,012/1
0 0 5 4 1 2 4 2 4 1 1 4 1 22
retour au cours
Solution

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents

86



< précédent section A

Exercice 1.28

Calculer les déterminants suivants :

cosf -—sinf 0
,| sinf@ cosf@ O
0 0 1

cosf -—sind Acosf —sinf
sinf@ cosO Asin@ cosf

retour au cours

Solution
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Exercice 1.29

1. Considérons une matrice A € .4, , triangulaire inférieure (a;; = 0 pour i < j), en utilisant

n
la définition du déterminant montrer que dét A = 1_[ ai;.
i=1

2. En déduire que :
n

— pour les matrices diagonales (a;; = 0 pour i # j) on a aussi détA = 1 aii,
i=1
— la matrice identité a pour déterminant dét I = 1.

retour au cours
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Exercice 1.30
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Montrer par un exemple que, en général, dét (A + B) # dét (A) + dét (B).

Solution
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Exercice 1.31

Calculer

Solution

< précédent section A
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Exercice 1.32

Montrer que le déterminant d'une matrice triangulaire supérieure est égal au produit de ses
termes diagonaux.

retour au cours
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Exercice 1.33

Montrer que deux matrices semblables ont méme déterminant.

retour au cours
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Exercice 1.34

Calculer a nouveau le déterminant de la matrice de I’exercice 1.31, en développant par rapport
aune ligne ou une colonne de votre choix.

retour au cours
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Exercice 1.35

Quel est le rang de la matrice

Solution

< précédent section A

retour au cours
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Exercice 1.36

Calculer I'inverse de A =

Solution

< précédent section A

=2

en utilisant les co-facteurs.

retour au cours
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Exercice 1.37

Résoudre le systeme linéaire Ax =0 out

DN = = =
— O N =

En déduire le rang de la matrice A.
Un systeme Ax = 0, dont la matrice A € ./} ), est telle que n > p, a-t-il toujours une solution?
si oui est-elle unique ?

retour au cours
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Exercice 1.38

Résoudre le systeme linéaire

Ce systeme a-t-il une solution ?

Solution
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Exercice 1.39

Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A = (

Solution

< précédent section A

retour au cours
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Exercice 1.40
Montrer que :
— Les valeurs propres d'une matrice triangulaire sont ses termes diagonaux.

— Anon inversible <= 0 est valeur propre de A.
— Aet AT ont les mémes valeurs propres mais pas les mémes vecteurs propres.

retour au cours
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Exercice 1.41

Montrer que deux matrices semblables ont le méme déterminant et que la réciproque est
fausse.

retour au cours
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Exercice 1.42

Montrer que si A= PDP~! ol1la matrice D est diagonale, alors les colonnes de P sont vecteurs
propres de A, les valeurs propres étant les éléments de la diagonale de D.

retour au cours
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Exercice 1.43
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suivant »

Soit B € ./, ,(R), montrer que B B est symétrique et semi-définie positive.

Solution
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Exercice 1.44
Soit B € 4, »(R), avec n < m et rang B = n, montrer que B” B est symétrique et définie posi-
tive.
retour au cours
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2.1 Motivations

2.1.1 Equation de la chaleur
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section A

2.1.1 Equation de la chaleur

Exercices :
Exercice 2.1

Avant de commencer voyons un exemple simple qui montre que I'on peut étre amené a ré-
soudre des systemes linéaires de grande taille.ll s’agit de la résolution de I’équation de la chaleur
stationnaire en dimension 1 :

_%(x) = f(X), x €]0,1],
ul) = 0.

On peut imaginer u(x) comme la distribution de température d'une barre de longueur 1 (dont
toutes les constantes physiques ont été normalisées), chauffée de I'intérieur par un flux de cha-
leur f(x). Les extrémités de la barre sont maintenues a une température nulle. Dans certaines
situations particuliéres il est possible d’obtenir la solution exacte ; c’est le cas lorsque I’on connait
une double primitive de f. Dans le cas général on peut chercher une approximation de u(x) en
certains points (xg), avec k = 0... N. Pour simplifier, on choisit des points x; équidistants, on a
donc h = %, et xi = kh.
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Aux points x, 'équation se récrit :

“EUn) = fG) s k=1,..,N-1,
ulxo) =0, @2.1.1)
ulxy) = 0.

On remarque par cette équation que la valeur de u est connue sur les bords de l'intervalle [0, 1].
Les dérivées apparaissant dans I'’équation sont approchées par des formules n’utilisant que la
valeur de u sur le réseau de points (xi). On peut approcher la dérivée seconde de u a ’aide de la
formule classique :
d*u ulxe_y) — 2u(xg) + ulXge)
W(Xk) = 2
Si I'on se donne le droit de négliger le reste @ (h?) (on peut penser que ceci est raisonnable si le
nombre N de subdivisions est assez grand), on peut obtenir une approximation vy = u(xy) en
écrivant les équations suivantes :

+0(h) (2.1.2)

— W TPt = f(xg) , k=1,...,N-1
vp = 0,
vy = 0,

qui peuvent se mettre sous la forme matricielle suivante :

2 -1 0 v f(x1)
. -1 2 -1 Vs f(x2)
w2 . . : = :
-1 2 -1 UN-2 flxn-2)
0 -1 2 UN-1 fxn-1)
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etvg=vyNy=0.

Voila donc un exemple de probleme physique dont la résolution approchée conduit a la réso-
lution d’'un systeme linéaire (ici la matrice du systeme a une forme assez particuliere : c’est une
matrice tridiagonale). Nous allons maintenant voir quelles sont les différentes méthodes “raison-
nables” de résolution des systémes linéaires, raisonnables dans le sens ol ces méthodes peuvent
étre facilement implantées sur ordinateur.
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2.2 Lélimination de Gauss
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2.2.1 Résolution d’'un systéme triangulaire

Exercices :
Exercice 2.2
Exercice 2.3

Dans tout ce qui suit on considérera une matrice A € #,,(R) qu’ on supposera inversible. On
cherche a résoudre le systeme linéaire
Ax=Db, (2.2.1)

ol b € R" est donné. Un cas facile a traiter est le cas ol1 A est une matrice triangulaire inférieure
(pour fixer les idées) : on a alors
a;j =0, pour j >i.

De plus, comme A est inversible on a nécessairement a;; # 0 V i. La méthode de résolution est
immeédiate :

by
X1 =—,

ann
puis Sommaire
1 Concepts

a1 X1 + dzoXp = by = X = — (b2 — a1 x1). P
a2
On peut donc écrire la formule générale :

Exemples
Exercices

1 il .
X;j=— bi—Zaijxj ,pOU.I'l=2,3,...,I’l.
aij j=1
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On obtient donc les valeurs des inconnues dans I’ordre naturel.

Dans le cas o1 la matrice A est triangulaire supérieure, le calcul des inconnues est donné par

by
xn =
ann
1 n
xi = —|bi— Y, aijxj|, pouri=n-1,n-2, .., 1.
aii

j=i+l

On notera que I'on obtient dans ce dernier cas les valeurs des inconnues dans I'ordre des indices
décroissants.
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2.2.2 Principe de la méthode de Gauss et premieére étape

Exercices :
Exercice 2.4

Le principe de la méthode d’élimination de Gauss consiste alors a mettre le systeme linéaire
Ax = b sous la forme
Ax=D (2.2.2)

ol lamatrice A est triangulaire supérieure, la résolution de ce nouveau systeme étant assez simple
comme on vient de le voir précédemment.

Attention! La matrice A n’est pas semblable a A. Autrement dit, il ne faut pas croire que les
matrices A et A ont les mémes valeurs propres. C'est dommage, puisque les valeurs propres de
A sont ses termes diagonaux. A ce sujet, il est 2 noter qu'il n’est pas possible de calculer en un
nombre fini d’étapes les valeurs propres d'un matrice de rang supérieur a 5.

Le systeme (2.2.2) est simplement équivalent au systéme Ax = b d’olil nous sommes partis et
la méthode consiste a éliminer successivement des inconnues entre les équations.
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Eliminons dans un premier temps la premiére inconnue, a savoir x; : on part de

alr a2 ... alj ... Ain b1

ay dz2 ... a4zj ... Wdzp bg
A(l)_A: , b(l)_b_

apl dig ... 4jj ... Qjn l’)l’

anl Qp2 ... Qpj ... Qpp by,

On peut alors éliminer I'inconnue x; entre les deux premieres équations en retranchant de la

a
deuxieme ligne de A la premiere pré-multipliée par le coefficient ﬁ, a condition que a;; soit

am
non nul, ce que 'on supposera pour le moment . Ceci conduit donc a remplacer

w_, . _ @__ a1 ;_
ay; = @] ay; = @] aual] pourj=1,2,...,n
et parallelement
a
bV =b, — bP =b— b,
an

La matrice et le vecteur second membre du systeme prennent les formes suivantes :

an ayp ... aijj ... Qin by
()] 2 (2) (2)
0 aH .. ay; oo Gy b,
) b )
ai a4z ... Gijj ... Qip i
anl ang e an] e ann bn
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oll on notera que le coefficient aézl) est nul (on a fait ce qu'’il fallait pour cela), ce qui signifie que

I'inconnue x; ne figure plus dans la deuxieme équation du systeéme.

On peut recommencer ’opération sur la troisieme ligne en retranchant de celle-ci la premiere

a
pré-multipliée par le coefficient 3L et ainsi de suite. Pour la ligne i cela donne les formules
ar

0 —= @_ . _ a1
= a;; a;; = aij— g

aj pourj=1,2,...,n
W_y @ _ . _an
b:’ = b; b;” =b;—5-b.
Lorsqu’on a faitI'élimination jusqu’a la derniere ligne on obtient un systéme linéaire sous la forme
AP x = b®@ avec

Principe de la
méthode de
Gauss et
premiére étape

ay;n diz2 ... alj ... Qain bl
2) (2) (2)
0 ay ayj Ao b
AP = @ @ @ b? = éz)
0 aj a;; a;, bl.
: EZ) EZ) (.2) &2)
0 a, i an e

On dit qu’on vient de réaliser la premiére étape de I'élimination de Gauss, ce qui a consisté a faire
apparaitre des 0 sur la premiere colonne en dessous de la diagonale.
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2.2.3 Deuxieme étape

Exercices :
Exercice 2.5

La deuxiéme étape consiste a éliminer la deuxieme inconnue x, des équations 3, 4, ..., n. Pour
cela on commence par la troisiéme ligne, en supposant maintenant que aézz) est non nul. Ce qui

conduit aux formules :

2)
2) B _ 2 _ 4 _(2)
a A3j =G3j — G %]

3] 3] pourj=2,3,...,n

(2)
2) @) _ 2 _ 4 2)
vy — b =b0-2b?.
22

La formule pour laligne i (i =3, ..., n) s’écrit alors

) @ _ @ _ a5 @

Y —  al=a5--"%3a" pourj=2,3,...,n
ij ij ij  al) 2] pourJ
2)
2) @) _ 3,2 _ %z 1(2)
b; — b =b, a;?bZ .

Ce calcul étant fait jusqu’a la ligne n, on obtient un systeme sous la forme
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AB® x = p® avec

A® =

ann

0

a2
@
Ay

< précédent

a3
@)
Ay
3)
ds3

(3)
n3

dlj
(2)
2j
3)
3j

©)
nj
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2.2.4 Ftape générale

Exercices :
Exercice 2.6

On peut alors définir I'algorithme général en supposant qu’on a effectué k —1 étapes de I’éli-
mination de Gauss, et on a un systéme qui s'écrit A® x = b®, avec A® et b’ donnés par

alln a2 ais ... dig ... Qipn bl
(2) 2 (2 (2) (2)
0 a,, a%% e a% T a% T b%s)
0 0 ag A3 A3y by
AR = : : p
(k) (k) (k)
0 0 0 ... ayp ... a, b,
(k) (k) (k)
0 0 0 ... a; - A b;,
L'étape k consiste a faire I'élimination de la variable x; dans les équations k+1, k+2, ..., n. Ceci
conduit aux formules suivantes, définies pouri=k+1, k+2, ..., n,
(k)
*® k+1) _ (k) g (k) .
a;; a;; " =a;; a;ﬁﬁakj pour j=k, k+1,..., n

(k)
(k) (k+1) _ (k) _ %k 3, (k)
b bl = b - S,
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On voit quelaligne i dela matrice A% et du vecteur b'® n’est plus modifiée par I'algorithme

. : Etape générale

desquei < k.

Al'étape k on pratique I'élimination sur une matrice carrée dont la taille est n— k + 1.

Les modifications effectuées sur la matrice A au cours des étapes ne changent pas la valeur

du déterminant puisqu’une ligne est toujours remplacée par elle méme plus une combinai-

son de la ligne "pivot". On a donc

dét A =dét A(k), pour k=1,...,n.

Lalgorithme se termine a I'étape k = n. La matrice A" ainsi obtenue est la matrice tri-

angulaire supérieure A cherchée et b est le vecteur b du systéme Ax = b, qui est bien

équivalent au systéme Ax = b.
Sommaire
Concepts
Exemples
Exercices
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2.2.5 Algorithme d’élimination de Gauss

Exercices :
Exercice 2.7
Exercice 2.8

En partant de AW = Aet bV = hon construit parrécurrence, pour k=1, 2, ..., n, des matrices
A® et des vecteurs b'® tels que le systeme Ax = b soit équivalent a

AR = ph)

de plus la matrice A" est triangulaire supérieure.

(k)
kk*

Définition 2.2.1. On appelle pivots les nombres a

Comme nous I'avons déja noté, I'étape k de I'élimination ne modifie que les lignes et les co-
lonnes k+1 a n. Cela veut dire que de facon pratique, on n’a pas besoin de conserver les différentes
versions de A®) et b® . On travaille donc avec la matrice A et le vecteur b originaux, dans lesquels
on écrase au fur et a mesure les anciens termes.

Attention !
— On ne peut pas a priori savoir si les pivots seront non nuls, en effet I'étape k de I'algorithme
modifie les valeurs de termes diagonaux des lignes k+1, k+2, ..., n.
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(k)

— Lalgorithme peut s’arréter si a une étape quelconque k on a a,;. = 0. Cette situation peut

malheureusement se produire méme si la matrice est réguliere, comme le montre I'exemple

suivant :
0 1
A= 2.2.3
(0] 223)
ol aill) = 0! En examinant ce petit exemple, on voit qu'en permutant les deux lignes de A

le systéme est triangulaire et I’élimination de Gauss est toute faite! On peut donc espérer
qu’en permutant éventuellement les lignes et/ou les colonnes on puisse toujours trouver
un pivot non nul.

Algorithme d’élimination de GAUSS

pour k =1 jusqu’a n— 1 faire

si |ayi| < € alors
Arréter I'algorithme et donner un message d’erreur
sinon
pour i = k+ 1 jusqu’a n faire
¢ — ajx/ agk
bi — bi - Cbk
Al — 0
pour j = k+1 jusqu’a n faire
ajj — aij—cakj
fin pour
fin pour
fin si
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15: 8i|ay,| < € alors
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16:  Arréter 'algorithme et donner un message d’erreur

17: fin si

<<
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2.2.6 Ecriture matricielle de I'élimination de Gauss

Exercices :
Exercice 2.9

Lélimination de Gauss consiste a construire une suite de matrice A1, A®,

suivant »

LAl

). La matrice

du systéme que I'on résout est la matrice triangulaire A”™. Lindice i étant donné, on va exprimer
la ieme ligne de A a partir des lignes de la matrice A" Pour une notation lisible, nous noterons
la ieme ligne d’'une matrice C: C,.

On peut tout d’abord remarquer que, a partir de la matrice A, la ieme ligne n’est plus modi-

fiée, c’est-

Explicitons successivement la ieme ligne des matrices AL A@

A(l)
=i

A® =
—1

AY
—1

a-dire :
AW

=i

=A

4;
a0
A(l) A il
nmii a7, avec mjy = )

a
11
®)

a.
= AP —mp AD, avec miy = —%
Ay,

A(1+1)

122
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(i-1)

() _ 4G=1) . aGi-1) o % Ecriture
A=A Mii-14;_, ", V€€ Mjj—1 = ——v— . .

a; i, matricielle de

Iélimination de

En ajoutant les égalités précédentes, on obtient : Gauss

A =mj é;l) +m; Af) MG AR égi—_ll) +é§i)

En utilisant I'équation 2.2.4,on a:

A =mip A +mip A + o+ myq AT+ AP
Sil'on pose m;; =1, m;j =0 pour j > i, on obtient :
A=mp A+ o+ mi,i—légr_l)l + miiéﬁ’” + mi,i+1é§z)1 +ot min A
En utilisant les propriétés du produit matriciel, cela s’écrit :

A; = (mp mi ... mip) A", donc A= MA™

ol M estla matrice définie par :

Sommaire

1 0 cee s . 0 Concepts
mo1 1 0
ms3; msp 1 0 500 0

Exemples

Exercices
mMpu1 My2 ... ... Mpyp- 1
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La matrice M est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale, cette matrice est souvent

Ecriture
notée L, la matrice A" est triangulaire supérieure, elle est souvent notée U, on vient d’écrire une .6
o matricielle de
factorisation de A sous la forme A= LU. ) Als e e
Iélimination de
On pourrait montrer de maniére similaire que A= L*~1 A®) avec Gauss
1 0
mo 1 0 0
1 0 ... 0
V=l my ... mge 1 0 0
Mis11 --- Mgyrk-1 001 0
mnl e mk+lk_1 0 e O 1
Sommaire
Concepts
Exemples
Exercices
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2.2.7 Unicité de la factorisation LU

Exercices : Cours :
Exercice 2.10 ]ilimLillq]ationde Gauss / factorisation

Dans le paragraphe référencé, nous avons montré qu'une matrice A pouvait se factoriser en
un produit d'une matrice triangulaire inférieure L et d'une matrice triangulaire supérieure U a
condition que 'on puisse appliquer I'élimination de Gauss a la matrice A, ce qui est possible si
les pivots sont non nuls. Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.2. Si au cours de l'élimination de Gauss les pivots sont non nuls, alors il existe une
matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U, telles que l'on ait

A=1LU. (2.2.5)

De plus si on impose a L d’avoir ses éléments diagonaux égaux a 1 alors la factorisation est unique.

Démonstration - Il reste a démontrer I'unicité. Soit donc une autre factorisation : %%Tg;?{:
A=10,
L ayant ses éléments diagonaux égaux a 1. On a donc Eiigﬂg:
LU=1UT,

125 >



< précédent section A

et comme les matrices L et U sont inversibles, on peut écrire
I'c=0u!

or L~'L est une matrice triangulaire inférieure qui a ses éléments diagonaux égaux a 1, et U !
est une matrice triangulaire supérieure. Ces deux matrices ne peuvent étre égales que si, d'une
part, elles sont diagonales et que, d’autre part, il y a égalité des éléments diagonaux (égaux a 1
pour L7'L), d’oir

I''t=0ut=],

etdoncL=LetU=U.

Dans cette démonstration on a utilisé des résultats sur les matrices triangulaires qui ont été
démontrés en exercice dans le chapitre de révision d’algebre linéaire. En particulier, le produit
de deux matrices triangulaires inférieures (resp. supérieures) est triangulaire inférieure (resp. su-
périeure) et I'inverse d'une matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure) est triangulaire infé-
rieure (resp. supérieure) avec ses éléments diagonaux qui sont les inverses des éléments diago-
naux de la matrice originale.
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2.3 Calcul direct de la factorisation A= LU

2.3.1 Motivations de la factorisation LU . . . . ... ... .. .. .. ..... 128
2.3.2 Principe du calcul direct de la factorisation LU . . . ... ... .. .. 130
2.3.3 Algorithme de Doolittle . . . . ... ... ... ... ... ... ..... 132
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2.3.1 Motivations de la factorisation LU

Exercices : Cours:
Exercice 2.11 l;jllimLiIlljationde Gauss / factorisation

— Résolution des systemes linéaires

Dans certaines situations on a besoin de résoudre plusieurs fois le systéme linéaire Ax = b
avec la méme matrice A mais pour plusieurs seconds membres différents. Il semble alors
inutile de recommencer les opérations d’élimination sur A qui est inchangée et 'on n’ef-
fectue celles-ci que sur le second membre b. Ces opérations étant linéaires on doit pouvoir
les mettre sous forme matricielle.
Reprenons le systeme

Ax=Db. (2.3.1)

Si 'on dispose d'une factorisation A = LU, telle que celle obtenue dans le paragraphe ré-
férencé, mais que nous allons calculer directement dans les paragraphes suivants, alors on
peut récrire Ax = b sous la forme

Sommaire
LUx=b. (2.3.2) Concepts
La solution de ce systéme s’obtient en résolvant successivement les deux systémes
{ Ly = b Exemples
Exercices
Ux =y,
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ce qui correspond a la résolution de deux systémes triangulaires. Motivations de la

) . factorisation LU
Calcul du déterminant

Comme nous I'avons déja souligné la matrice U n’est pas semblable a A, cependant on a
n
det(A) = det(LU) = det(L) det(U) = det(U) = [ | agckk),
k=1

ce qui fournit une méthode économique (par rapport au développement suivant une ligne
ou une colonne) de calcul du déterminant de A. A titre d’exemple dans le cas n = 10 il faut
de'ordre de 103 opérations en utilisant le méthode de Gauss et de 'ordre de 107 opérations
par un calcul direct. Dans ce cas on n'a pas besoin d’expliciter L puisque son déterminant
vaut a priori 1.

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
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2.3.2 Principe du calcul direct de la factorisation LU

Exercices :
Exercice 2.12

Rappelons la présentation classique de I'algorithme de Doolittle. On oublie I'algorithme d’éli-
mination de Gauss, pour chercher directement une décomposition de A dela forme A= LU, ou L

est triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure. Pour assurer I'unicité de la décomposition,
nous demandons que la diagonale de L soit unitaire (/;; =1,i=1,...,n).

2 1 =2
Traitons un exemple, soit la matrice A = 4 5 -3 |,
-2 5 3

0 0 X X X
onchercheL=| x 1 0 |, U= 0 x x |tellesque A=LU.
x 1 0 0 x

— On identifie la premiére ligne de A et la premiere ligne de LU, cela permet d’ obtenir la
premiére ligne de U :

0 0 21 -2 2 1 -2
LU= x 1 0 0 x x |=| 4 5 -3
x 1 0 0 -2 5 3
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— On identifie la premiére colonne de A avec la premiere colonne de LU, cela permet d’obte-
nir la premiere colonne de L:

1 0 O 2 1 -2 2 1 =2
LU = 2 1 0 0 x x = 4 5 -3
-1 x 1 0 0 x -2 5 3

— On identifie la deuxieéme ligne de A avec la deuxieme ligne de LU, cela permet d’obtenir la
deuxieme ligne de U :

1 0 0 21 -2 2 1 -2
Lu=| 2 1 0 03 1 |=| 4 5 -3
-1 x 1 0 0 x -2 5 3

— On identifie la deuxiéme colonne de A avec la deuxiéme colonne de LU, cela permet d’ob-
tenir la deuxiéme colonne de L :

1 0 0 21 -2 2 1 -2
L=y 2 1 0 03 1 |=1 4 5 -3
-1 2 1 0 0 «x -2 5 3

— On identifie la troisiéme ligne de A avec la troisieme ligne de LU, cela permet d’obtenir la
troisieme ligne de U :

1 0 0 21 -2 2 1 =2
LU=} 2 1 0 03 1 |=| 4 5 -3
-1 21 0 0 -1 -2 5 3

Une autre méthode consiste a calculer toujours explicitement une décomposition LU de la
matrice A, mais cette fois-ci c’est la diagonale de U qui est formée de 1 mais non plus celle de L.
Cette méthode, vue en exercice, conduit a I’algorithme de Crout.
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2.3.3 Algorithme de Doolittle

Exercices :
Exercice 2.13

En écrivant A = LU et en se souvenant que les matrice L et U sont triangulaires et que les
termes diagonaux de L valent 1, on obtient

i-1 i-1
A=LU=) 1gU,+U;. <=U;=A;- ) lixU;.
k=1 k=1

Nous voyons que pour calculer les éléments de la ieme ligne de U, U;, il nous faut connaitre
préalablement les éléments des lignes 1 a i — 1 de U ainsi que les éléments des colonnes 1 a i —1
de L. On peut remarquer de plus que, pratiquement, on ne calculera que les termes u;; pour j
compris entre i et n, puisque les autres termes de la ligne sont connus car nuls.

De maniere similaire on a :

i-1 1 i-1
A;=LU; = Z ukiLk+ul~,-L,-.<:>Li:— Ai—z uk,-Lk 0
k=1 15 k=1

Nous voyons que, pour calculer les éléments de la iéme colonne de L, L;, il nous faut connaitre
préalablement les éléments des lignes 1 a i de U ainsi que les éléments des colonnes1ai—1de L.
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On peut remarquer de plus que, pratiquement, on ne calculera que les termes /;; pour j compris
entre i + 1 et n, puisque on sait déja que /;; = 1 et que les autres termes de la colonne sont nuls.

Nous allons donc calculer :

— la premiere ligne de U, puis la premiere colonne de L,

— la deuxieme ligne de U, puis la deuxieme colonne de L,....
et ainsi de suite. Cet algorithme est décrit ci-dessous, si besoin est, il faut compléter les matrices
L et U, pour U en mettant des zéros pour la partie triangulaire inférieure, pour L en mettant des
zéros pour la partie triangulaire supérieure et des uns sur la diagonale.

Algorithme de DOOLITTLE

1: pour i =1jusqu’a n—1 faire

2:  pour j =ijusqu’a n faire

3 wij < aij— Lo L

4:  fin pour

5. pour j =i+ 1jusqu’a n faire
6 ji = (@i =32 Leui)
7:  fin pour
8: fin pour
9: Upn < Gpn — ZZ;% InkUkn
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2.4.1 Faisabilité de la factorisation A= LU

Exercices :
Exercice 2.14

Tout ce que nous avons fait jusqu’ici suppose qu’a aucun moment on ne rencontre de pivot
nul. Nous allons voir ici qu’il existe une condition simple pour garantir la non-nullité de ces pivots.
Voici tout d’abord une définition qui va nous servir par la suite :

Définition 2.4.1. On appelle sous-matrice principale d’ordre k de la matrice A et on note [Aly la
matrice

[Alx = (aij)lsisk, l<j<k"

On a le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.2. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
— Proposition 1:

. (k) 56477 (k) —
Tous les pivots ay,. sont définiseta,, #0, k=1,...,n.
— Proposition 2 :
A admet une factorisation A = LU avec U inversible .

— Proposition 3 :
[Al1, [Aly, ..., [Al], inversibles.
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Démonstration : Remarquons tout d'abord que l'équivalence entre les deux premieres pro-
positions est évidente puisque la factorisation est possible lorsque les pivots sont non nuls et que

d’autre part les pivots a}cljc) sont les termes diagonaux de U.

Montrons que la proposition 3 implique la proposition 1.

agll) = ay) est toujours défini, de plus [ Al inversible, donc

dét[Al; = an = al}) #0.

: . (1)
Supposons maintenant que les pivots a;;

(@)

ii

ont été définis pour i = 1,...,k —1 et qu'ils sont non

nuls:a;; #0 pouri=1,..., k—1. Il est donc possible de définir “Eckk)' montrons que al® #0.

kk

Nous avons remarqué que le déterminant de A n'est pas modifié par chaque étape de I'élimina-
tion de Gauss et, plus précisément, les déterminants des sous-matrices principales puisque l'on ne
fait aucune permutation de lignes ou de colonnes. On a donc

dét ([Alp) = dét (1AP]).

Or la sous matrice principale [A®). est triangulaire supérieure donc

ii

k-1 .
dét ([Aly) = dét (AP, = (H ﬂ(’~)) “ikk)’
i=1

et, puisque [Aly est inversible, son déterminant est non nul, on en déduit que agck) #0. On a donc
montré par récurrence que la proposition 3 impliquait la proposition 1.

On peut montrer que la proposition 2 implique la proposition 3 :
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A= LU = [Aly = [L1;[U] : démontrez ce résultat. Donc dét [Al. = 1 x dét [U]. Or U est trian-
gulaire supérieure inversible, donc les termes diagonaux de U sont non nuls, donc (U] est elle aussi

une matrice triangulaire supérieure inversible, donc dét [ Al # 0, donc les sous matrices principales
[A] sont inversibles. U

Faisabilité de la
factorisation
A=LU
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2.4.2 Pivot nul. Permutation de lignes

On suppose toujours que la matrice A est inversible, mais cette fois la condition énoncée dans
le théroreme 2.4.2 n’est plus vérifiée, supposons que 'on a :
€] ) (k-1) (k) _
ay; #0,a,, #0,..,a;, ., #0,a;; =0.
On a donc pu construire la matrice AX) comme précédemment :

1)

au X X X
(2)
0 ay X
k.) _ . . . . . .
AW =
(k) (k)
0 0 e - A,
0 ... 0 ailklg aﬁik,i
(k)

Par contre puisque a\> = 0, il n’est pas possible de calculer A**!) comme précédemment.

kk
Existe-t-il un coefficient ai.?, i=k+1,..nnonnul?Sicest le cas, comme I'ordre des équations

composant un systeme d’équations linéaires ne joue aucun réle, nous pouvons permuter la k™€
ligne avec 'une des lignes suivantes, il faut bien stir permuter les seconds membres en parallele.

On obtiendra un nouveau coefficient ag;c) non nul et on pourra poursuivre.

Existe-t-il un coefficient ai.?, i > k non nul ? La réponse est oui, montrons-le.
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Sil'on pose ® © Pivot nul.
Ak - Y%n Permutation de
Sk = : : : , lignes

(k) (k)

A, - Qnn

on montre aisément que

s Ak — (1) (2) (k-1 4
dét A" = ay a,, ...a;_ ;_dét Sk.

Or dét A® = dét A # 0, donc dét S r # 0, donc la premiere colonne de Sy n’est pas nulle, donc il

existe un coefficient agll?, i > k non nul. Il est donc possible de continuer I'élimination de Gauss a

condition d’échanger I'ordre des équations.

Proposition 2.4.1. A toute étape k de la méthode d'élimination de Gauss il existe au moins un
élément non nul dans la colonne k et situé sur la ligne i aveci = k.
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2.4.3 Choix du pivot. Pivot maximal

Exemples : Exercices :
Exemple 2.1 Exercice 2.15

En théorie, ce n’est que lorsqu’un pivot est nul que I'on est obligé de permuter les équations
donc les lignes de A. Pratiquement, il y a des cas ou le pivot n’est pas nul, mais o1 'échange des
lignes est souhaitable a cause des erreurs numeériques, voir 'exemple référencé. On peut démon-
trer que I'on a intérét, au moment de I'élimination de chacune des inconnues xi, a rechercher
puis choisir, le coefficient ag.]]? le plus grand en module pour k < i < n, puis 'ayant trouvé de
permuter les lignes correspondantes. En outre, I'expérience numérique confirme ce résultat ma-
thématique.

En pratique donc, on fera toujours (méme si a}cljc) estnon nul) des échanges de lignes de facon a
avoir le pivot le plus grand en valeur absolue : alI’étape k de1’élimination de Gauss, on recherchera
dans la colonne k, pour les indices de ligne i variant de k a n, I'élément a%) tel que

. (k) (k)
Vielk k+1,...,n}, Ial.k | < Ialk |

et on échangera les lignes [ et k. Une étape de 'algorithme d’élimination de Gauss avec permuta-
tion de lignes peut donc se représenter par

A(k+l) — M(k)P(k)Ak,
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oi1 PX) est la matrice de permutation permettant de permuter les lignes [ et k oi1 / = k. Comme

Choix du pivot.
on peut le montrer dans I’exercice référencé, cette matrice a tous ses éléments nuls sauf sl
pii = 1, i#k i#l
Pkl = 1,
pik = L
Cette matrice étant une matrice de permutation symétrique elle posséde la propriété
pho — pT _ pio~t
Sommaire
Concepts
Exemples
Exercices
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2.4.4 La factorisation PA= LU

Exemples :
Exemple 2.2

Vous pouvez commencer par étudier I’exemple référencé. Dans le cas général :

¢ — On commence par une recherche de pivot maximal dans la premiere colonne de A, si ce
pivot se trouve en ligne numéro ¢, on échange les lignes 1 et £ de A, c’est-a-dire si P! est
la matrice de permutation qui échange la ligne 1 et la ligne ¢, on calcule

AW =pW 4,

— On effectue la premiére étape de la méthode de Gauss sur la matrice AV, c’est-a-dire on
détermine LV et A® telles que
P(I)A: L(I)A(z).

 — Oneffectue une recherche de pivot maximal dans la deuxiéme colonne de A®), si ce pivot
se trouve en ligne numéro /, on échange les lignes 2 et £ de A?, c’est-a-dire on calcule
P®@ A@ o1 PP est la matrice de permutation qui échange les lignes 2 et £.
On peut alors remarquer que PP P14 = p@ 1 p@p@ A@  en appliquant la proposi-
tion 2.4.2 PO LV Pp@ = [ on peut poser A? = PP A® onadonc

p@p) 4 - 4@
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— On effectue la deuxieme étape de la méthode de Gauss sur la matrice A®, c’est-a-dire on
détermine L@ et A® telles que

¢ De facon générale lorsque I'on a obtenu
P(k_l)'“P(I)A: L(k—l)A(k)
— on pivote sur la colonne k de A%, on obtient
pl plk=1)  p) 4 = jk=1) 4(K)
— on effectue la kieme étape de la méthode de Gauss, on obtient
P(k)P(k_l)..P(l)A — L(k)A(k+1).
¢ On obtient apres n— 1 étapes:
P(n—l)P(n—Z)P(l)A — L(n—l)A(n),

silon pose P = p=Dpn=2)  pl) [ — 1"~V 17 = AU on a obtenu la factorisation recher-
chée PA=LU.

Théoreme 2.4.3. Soit A une matrice inversible. Alors il existe une matrice triangulaire inférieure
L, une matrice triangulaire supérieure U, et une matrice de permutation P telles que

PA=LU. (2.4.1)
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Remarquons qu’il n’y a pas unicité de la décomposition PA = LU.

La factorisation
Nous avons utilisé la proposition suivante : PA=LU
Proposition 2.4.2. Soit L'*~V une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité vérifiant de
plus
[L*)=0,i>j>k-1,
et soit P®) la matrice de permutation de I'étape k de l'algorithme de Gauss avec recherche de pivot,
permutant les lignes k et l ottl = k. Alorson a
pk) (k=1 p(k) _ f (k=1)
oit L%~ est une matrice triangulaire inférieure obtenue a partir de L=V en permutant les termes
des lignes k et | dans les colonnes1 a k—1.
Démonstration: On peut écrire L'*~V sous la forme
k-1
LV =1+ 2Pen]T,
p=1
ol zgp) =0 pouri <= p. On a ensuite
Sommaire
Concepts
k-1
P(k)L(k*I)P(k) = I+ Z P(k)z(p) (ep)TP(k)
=l Exemples
k-1 Exercices
= I+ z P(k)z(p) (ep)T’
p=1
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car PO PE = [ et (eP)T PO = (eP)T puisque p < k < 1 (les coefficients permutés de eP sont nuls). [

Remarquons que, dans la pratique, il est inutile de stocker toutes les matrices P, il suffit a

chaque échange de mettre a jour un vecteur p, reprenez |’exemple.

<<
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2.4.5 Algorithme de la factorisation PA = LU

Comme dans le cas de la factorisation A = LU, il n'y a pas besoin de conserver les matrices
successives A et LX) En ce qui concerne les permutations, on en garde I'historique en mettant
ajour un vecteur p valant initialement

p=10,2,...,n",

surlequel on effectuera les permutations successives représentées par les matrices P®, k= 1,..., n—
1.

En ce qui concerne la recherche de I’élément pivot, on recherchera le pivot le plus grand en
valeur absolue pour les raisons déja évoquées précédemment.

Algorithme de factorisation PA = LU

1: L—1

2 p—I[1,2,...,n7 :
. o5 3 Sommaire

3: pour k =1 jusqu’a n — 1 faire Concepts

4:  Trouver [ tel que |ajr| = lajxl, i=k...n

5:  silaj| < € alors

6: Arréter I'algorithme et donner un message d’erreur Exemples

7. sinon Exercices
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8: Appliquer la permutation (k, ) au vecteur p, aux lignes de A et aux lignes de L dans les
colonneslak—1
9: pour i = k+ 1 jusqu’a n faire
10: lix — air! agx
11: pour j = k jusqu’a n faire
12: aijhaij—likakj
13: fin pour
14: fin pour
15:  finsi
16: fin pour

17: si|a,,| < € alors
18:  Arréter I'algorithme et donner un message d’erreur
19: fin si

Le dernier test est important car la valeur de a,;, qui n'est pas un pivot, n'est pas testée dans
la boucle principale. Le message d’erreur a afficher dans les deux cas pourrait étre du type «la
matrice est singuliere a la précision machine».
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2.4.6 Application a la résolution d’'un systeme linéaire

Comment utilise-t-on cette factorisation pour résoudre un systéme linéaire ? C’est aussi simple
que pour la factorisation LU “classique”. On a Ax = b que I'on multiplie a gauche par la matrice
de permutation P. On a donc

PAx=Pb,

soit LUx = Pb. La solution de ce systéme s’obtient en résolvant successivement les deux systémes
Ly = Pb,
Ux = y,

ce qui correspond toujours a la résolution de deux systemes triangulaires. La seule différence est
qu’ici on doit permuter les composantes du vecteur b avant résolution.

De facon pratique, on n’explicite jamais la matrice de permutation P mais on dispose (voir
algorithme précédent) du vecteur p défini par

1
2
p=P
n
Le vecteur ¢ = Pb est donc le vecteur
b P1
c= .
bpn
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Pour le calcul du déterminant de A, on a Application ala

résolution d’'un

P 14 2 )
dét PA=dét P dét A=1I; _, ui, Srtrelingis

avec dét P = (—1)7 ol1 g est le nombre de permutations différentes de 'identité qui ont été effec-
tuées sur A.
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2.4.7 La méthode du pivot total

Dans certaines situations la permutation des lignes est insuffisante. En effet il est possible que
dans une colonne on ne puisse pas trouver d’élément suffisamment grand en valeur absolue (par
rapport a un seuil que I'on se fixe). Ceci conduit a rechercher a chaque étape k de la méthode de
Gauss, I’élément de la sous-matrice

agk -+ Qkn

anyk e ann

dont la valeur absolue est maximum. Ceci nécessite alors une permutation des lignes et des co-
lonnes. Cela correspond a échanger des équations du systeme, ainsi que des inconnues. En termes
de factorisation de type A = LU, cette approche permet d’obtenir L et U respectivement triangu-
laire inférieure et triangulaire supérieure, telles que

LU = PAQ,

ou P et Q sont des matrices de permutation. Cette méthode est rarement utilisée, car la recherche
du pivot peut trés vite devenir cofiteuse (quand la matrice est grande) par rapport au gain de
précision éventuellement obtenu.

Ce probléeme du choix de pivot maximal : pivot partiel (recherché uniquement sur la k™€ co-
lonne : k < i < n) ou pivot total (recherché sur toute la sous-matrice : k < i, j < n) est un exemple
typique de situation classique en analyse numérique. Plus précisément, on sait obtenir mathé-
matiquement des majorations d’erreur pour la méthode de pivot total bien meilleures que pour
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la méthode de pivot partiel. On sait exhiber des matrices pour lesquelles la majoration d’erreur e aln
relative au pivot partiel est atteinte. Pourtant, I'expérience numérique montre que dans toutes les pivot total
situations pratiques, la méthode du pivot partiel suffit.
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2.5 Traitement des matrices symétriques

251  Lafactorisation LDLT . ... ... ... ... ... .. .. .. ..... 5
25.2 La factorisation de Cholesky : existence . . . . ... ... ........ 155
2.5.3 Algorithmede Cholesky . . ... ... ... ... .. ... .. ...... 158
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2.5.1 La factorisation LDL”

Exercices :
Exercice 2.16

Lorsqu’'une matrice A est symétrique, alors la factorisation A = LU, lorsque celle-ci est pos-
sible, peut prendre une forme particuliere tenant compte de cette symétrie :

Proposition 2.5.1. Si A est symétrique avec toutes ses sous-matrices principales régulieres, alors
elle admet une unique factorisation sous la forme

A=LDLT,

ot L est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité et D une matrice diagonale réguliere.

Démonstration - D’apres 'hypothese, A vérifie les conditions pour avoir une unique factori-
sation LU, avec L triangulaire inférieure a diagonale unité. Par ailleurs si on note D la matrice
diagonale dont la diagonale est égale a celle de U on peut écrire

A=LDV,

avec V = D™'U qui est une matrice triangulaire supérieure a diagonale unité (car U est une ma-
trice réguliére et donc ses éléments diagonaux sont non nuls). Comme A est symétrique, on a

A=LDV=VIDLT = AT,
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Or, on a démontré l'unicité de la factorisation LU (dans le cas ou L est a diagonale unité), d’out
L=V, puisque V' est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité et que DL est une
matrice triangulaire supérieure. Lunicité de la factorisation LDLT découle de l'unicité de la fac-
torisation LU.

Le résultat précédent est uniquement un résultat d’existence : en pratique on calcule les ma-
trices L et D en procédant différemment. L'algorithme consiste a calculer les termes de D et L
colonne par colonne (ou ligne par ligne) en identifiant les termes de A dans I'égalité

A=LDL".

Nous allons maintenant voir une méthode de factorisation adaptée aux matrices symétriques
définies positives, qui est directement issue de la factorisation LDL” pour les matrices symé-
triques.
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2.5.2 La factorisation de Cholesky : existence

Dans tout ce paragraphe A désigne une matrice symétrique définie positive. Nous aurons be-
soin du lemme suivant pour pouvoir faire la démonstration du théoréme principal concernant
I'existence et 'unicité de la factorisation :

Lemme 2.5.1. Une matrice A symétrique définie positive a toutes ses sous-matrices principales [ Al

régulieres.

Démonstration - Soit k fixé et Z € RF un vecteur quelconque non nul. On définit
z=(",0,...0" = (21, 22, ..., 2, 0, ..., 0) .

Comme A est définie positive
0<z' Az=2zT[Al;%,

ce qui montre que [A] est définie positive donc inversible.

Théoréme 2.5.2. Si A est une matrice symétrique définie positive elle admet une unique factorisa-
tion sous la forme
A=BBT,

ot B est une matrice triangulaire inférieure dont tous les éléments diagonaux sont positifs.
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Démonstration - Tout d’abord, comme A est définie positive toutes ses sous-matrices princi-
pales sont régulieres (voir le Lemme 2.5.1 précédent) et il résulte de la proposition 2.5.1 qu’elle

admet une factorisation sous la forme
A=LDL".

La matrice D a tous ses éléments diagonaux positifs.

En effet, pour i fixé (1 < i < n), soit z tel que LTz=¢! Alorsona
0<zTAz=("2)"DL z= (") De' = d;;,
puisque A est définie positive. En introduisant alors la matrice diagonale A telle que
Aii =V dy,
on peut récrire (2.5.1) sous la forme
A=LAALT = (LA)(LNT =BBT,

obtenue en posant
B=LA.

Démontrons 'unicité. Soit donc une autre factorisation
A=BBT,
oi1 B est une matrice triangulaire 4 éléments diagonaux positifs. On peut donc écrire
BB"=BBT =B 'BBT(B"17'=B'BB"[B"I"'> BT (BT =B7'B
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or, dans cette derniere égalité les matrices sont, a gauche, triangulaires supérieures et, a droite, i
triangulaires inférieures, ceci n’est possible que si elles sont diagonales et donc de Cholesky :
~r o~ existence
B'"(B"1"'=B"'B=D,
ce qui implique que 3
b:: b -
Vi=1,2,..,n — =—L=d;; = (b;})*> = (b;;)?,
bl‘ i bi i
soit finalement b;; = b;;, puisque ces nombres sont positifs, et donc
dii =1.
D est donc la matrice identité, donc B = B d’oi1 'unicité.
Comme dans le cas de la factorisation LDLT le résultat précédent est uniquement un résultat
d’existence et en pratique on calcule la matrice B colonne par colonne (ou ligne par ligne) en
identifiant les termes de A dans I’égalité
A=BB".
Sommaire
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2.5.3 Algorithme de Cholesky

Exercices : Cours:
Exercice 2.17 Factorisation de Cholesky / existence

Il s’agit d'une adaptation de la factorisation LU, a un systeme dont la matrice A est symétrique
définie positive. L'algorithme se décompose en trois étapes :

« calcul de la décomposition de la matrice du systeme,
e résolution du premier systeme triangulaire,

« résolution du deuxiéme systéme triangulaire.

Plus précisément, on cherche une décomposition de la matrice A du systeme, de la forme
A = BBT (voir le paragraphe référencé), oi1 B est une matrice triangulaire inférieure dont les
termes diagonaux sont positifs ( B désigne sa transposée). On obtient cette décomposition par
identification :

an =B, (B1), = 14,.

Puisque b;; doit étre positif, on a
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bll =+vdai.

1
A1 =B(B"), =b;1B, <= B = b_Al’
11

ce qui permet de déterminer la premiere colonne de B.

De facon similaire on définit la deuxieme colonne de B.

azy = B,(B")z = b5, + b3,

Puisque by, doit étre positif, on a

bzzz\/dzg—bg .

1
Ay = B(BT)y = by1 By + by By < By = o (A2 = b21By),
22

ce qui termine de déterminer la deuxiéme colonne de B.

De facon générale, lorsque I'on a déterminé les j — 1 premieres colonnes de B, on écrit :

J j=1
_ Ty, _ 2 2 _ 2
ajj=B;(B )J—ijk‘:’bjj—au ijk'
k=1 k=1
Puisque bj; doit étre positif, on a
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Algorithme de
Cholesky
bjj=
r J 1 j-1
Aj=BB"j=) bjkBr < Bj = 5— |4~ Y bjkBi|,
k=1 i k=1
ce qui termine de déterminer la jéme colonne de B. On déterminera successivement les colonnes
1,2,...,n—1, puis on terminera par le calcul de
Comme dans la factorisation de Doolittle, dans chaque colonne j on ne calcule que les termes b;
pour i supérieur ou égal a j, puisque les autres termes de cette colonne sont connus car nuls.
On a donc I'algorithme::
1: pour j =1jusqu’a n—1 faire
j-1
2,
2: ajj= ). by Sommaire
B . Concepts
3:  pouri=j+1jusqu’a n faire
j-1
. RPN S I bl
& Uoobjj (a” k; b’kbfk) ’ Exemples
5:  fin pour Exercices
6: fin pour
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Algorithme de
Cholesky
Si la matrice est définie positive, les nombres dont on prend la racine carrée sont positifs,
les nombres par lesquels on divise sont non nuls (puisque 'on a montré que la décomposition
existait). Cependant, il est prudent d’inclure dans I'algorithme des tests qui s’assurent que ces
propriétés sont vérifiées.
Sommaire
Concepts
Exemples
Exercices
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Exemple 2.1 Influence des arrondis

Prenons le systeme linéaire Ax = b avec

107* 1 1
A= , b= .
)l
Supposons que I'on travaille sur une machine ol les nombres sont représentés avec une mantisse
de 4 chiffres significatifs. Cela signifie que chaque nombre est représenté sous la forme

+0.d1dydsdy 106,

ol d; représente un nombre entier positif et e 'exposant (le nombre de chiffres significatifs pour
I'exposant n’intervient pas dans notre exemple). Lorsque I'on effectue la premiére (et derniere ici)
étape de I'élimination de Gauss, on obtient le systeme équivalent

Ao 10 1 x| 1
Lo 1-10*J\ x ) |\ 2-10* )

On a l’addition suivante a effectuer :
1-10*=0.110"-0.1 10° =0.00001 10° — 0.1 10°,

mais, comme on ne dispose que de 4 chiffres significatifs, le nombre 0.00001 10° est représenté en
machine par 0.0000 10°, soit 0. On a donc 1 —10* “=” —10*. Comme le raisonnement est le méme
pour 2 — 10%, on a donc, en machine, le systéme suivant :

( 1%_4 —1104 )( 2 ):( —1104 )
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Lorsque I'on effectue la remontée de ce systéme, on obtient x, = 1, et la premiére équation donne
10~*x; = 0. On adonc x = [ 0, 1]”. Voyons maintenant ce qu’il se passe si on échange les lignes 1
et 2 dans la matrice A et le vecteur b. On obtient donc le systeme équivalent

1 1\(x) (2
100 1 )\x) 1)
L'élimination de Gauss donne, en respectant les problemes d’arrondi diis a la mantisse de 4 chiffres,

le systeme équivalent
11 x1 | (2
0 1 X2 a 1)

qui donne x = [ 1, 1]7. Si I'on regarde la solution théorique, du systéeme, on constate que 1'on

obtient
10000 - 9998 -

= ~ 1, Xo=——=

9999 9999
Donc la premiere méthode sans échange de ligne donne une solution complétement erronée,
alors que la deuxieme méthode donne une approximation tout a fait raisonnable.

X1

retour au cours
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Exemple 2.2 Exemple de factorisation PA = LU

On considere la matrice de départ (on omet les numéros des étapes pour L)

01 -1
A= 1 1 -1
-1 1 1

On a initialement L= 1 et p = {1,2, 3}.
— k=1:on effectue la permutation (1,2) pour avoir un pivot non nul et on effectue I'élimina-
tion, ce qui donne

1 1 -1 1 00
A=10 1 -1 |, L= o1 0], p=121,3}.
02 0 -1 01

— k =2:on effectue la permutation (2,3) pour avoir un pivot maximum. Attention : avant de
remplir la 2 €Mme slonne de L on permute ses coefficients des lignes (2,3) dans la colonne
1, ce qui donne

1 1 -1 1 0 O
A¥ =10 2 o, L=[-1 1 0], p=1231}.
1
00 -1 011
Si on effectue LU on a bien
1 1 -1 Ay
Lu=|-11 1 |=| 43
01 -1 A
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Exercices du chapitre 2
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Exercice 2.1

On définit la matrice A, a n lignes et n colonnes par

2 -1 0
-1 2 -1
A= S
-1 2 -1
0 -1 2

On veut résoudre Ax = 0.
1. Montrer en résolvant les n — 1 premieres équations que x; = ix;, i =1,..., 1.
2. Résoudre la derniere équation et en déduire que x = 0.

3. En déduire que A est inversible.

retour au cours
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Exercice 2.2
Soit A une matrice triangulaire inférieure. Ecrire I'algorithme permettant de résoudre le sys-

téme linéaire Ax = b (b vecteur donné) en n’'oubliant pas de vérifier au départ que ce systeme a
une solution.

retour au cours
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Exercice 2.3

Soit A une matrice triangulaire supérieure, montrer que le calcul du vecteur inconnu est
donné par :

by
Xn =
aﬂﬂ
= Lip; n i =
By = a—iib,—Zj:Hla”x]),pourl—n—l,n—2,...,1.

Ecrire alors I'algorithme correspondant.

retour au cours
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Exercice 2.4

Soitle systeme Ax = b. On consideére la premiére étape del’élimination de Gauss. Montrer que
la ieme équation (pour i = 2) est modifiée de la maniére suivante :
w_, . @__ _a
= aij a;j

—a,-]——aﬁalj pourj=1,2,...,n
m_p. @ _p _an
b:’ =b; b” =bi— by

retour au cours
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Exercice 2.5

Soit le systeme Ax = b. On considére la deuxiéme étape de I'élimination de Gauss. Montrer
que la ieme équation ( pour i = 3) est modifiée de la maniére suivante :

@

@) @ _ 0 _ % (2 P
a;; a;; =aj; e a,; pour j 2,3, ..,n
(2)
(2 @) — @ _ %z 3(2)
b; — b7 =b, by

]
Ay

retour au cours
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Exercice 2.6

Soit le systeme Ax = b. On considere la kieme étape de I’élimination de Gauss. Montrer que la
ieme équation (pour i = k + 1) est modifiée de la maniére suivante :
k) _ %L )

-k q pour j=k, k+1,...,n

ky (k+1) _
a %j T %j T aw %

ij ij z

(k)
(k) (k+1) _ (k) _ %k 3, (k)
bi — bi _bi _W k °
kk

retour au cours
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Exercice 2.7

Soit la matrice A =

1 2 1
2 21
1 11

< précédent section A suivant »

o

etle vecteur b =

main" pour calculer la solution de Ax = b.

Solution

retour au cours
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Exercice 2.8

Calculer le nombre d’opérations effectuées pour réaliser I'élimination de Gauss en fonction de
n en séparant multiplications/divisions et additions/ soustractions. Pour cela on pourra utiliser
les deux formules

nn+1)

n
Lk = ——

nn+1)2n+1)

&z
D k= 5

retour au cours
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Exercice 2.9

Soient L une matrice triangulaire inférieure et U une matrice triangulaire supérieure et on
pose A = LU. Montrer que, pour la colonne j de A, ona

i
ajj= Z lirugj, pouri< j,
k=1

et

j
aij= ) lixugj, pouri> j.
k=1

retour au cours
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Exercice 2.10
Soit A une matrice inversible qui admet une factorisation A = LU ou L est triangulaire in-

férieure, U est triangulaire supérieure et la diagonale de U ne comporte que des 1, alors cette
factorisation est unique.

retour au cours
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Exercice 2.11

Résoudre le systeme Ax = b dont la factorisation LU de A est donnée :

1 0 0 21 -2 1
A=| 2 1 0 03 1 b=| 6
-1 2 1 0 0 -1 6

retour au cours
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Exercice 2.12

2 1 =2
Soit A= 4 5 -3 |, envousinspirant de ce qui a été fait pour 'algorithme de Doolittle
-2 5 3

dans le paragraphe "Factorisation A = LU / calcul direct", effectuez la factorisation de Crout de la
matrice A, c’est-a-dire déterminez L et U telles que A = LU avec les termes diagonaux de U égaux
a1 (ceux de L sont quelconques).

retour au cours
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Exercice 2.13

Dans le calcul direct de la factorisation LU, on suppose maintenant que c’est la matrice U
dont tous les éléments de la diagonale sont égaux a 1 et non pas la matrice L. Calculer les éléments
des matrices U et L a partir d’éléments de A et d’éléments de U et L de colonnes ou de lignes
précédentes. Comment modifier I'algorithme de Doolittle pour le calcul des éléments [;; et u;;
des matrices L et U. Cet algorithme s’appelle I'algorithme de Crout.

retour au cours
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Exercice 2.14
Montrez que si la factorisation A = LU existe (L triangulaire inférieure avec une diagonale

unitaire et U triangulaire supérieure inversible), alors les sous-matrices principales de A sont in-
versibles.

retour au cours
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Exercice 2.15

Soit 0 une permutation de {1,2,..., n} et soit g 'application linéaire telle que g(é i) = € j) ol
{é1, ..., &x} estla base canonique de R". Montrer que la matrice P de I’application g est telle que

Pij=06i0())

etque P~' = PT,

retour au cours
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Exercice 2.16

1. Soit A une matrice symétrique admettant une factorisation LDLT. Montrer que pour i > j
ona

Jj
aij= Y dilikljx,
k=1

ot1 on a noté dy le k ®™M€ ¢lément de la diagonale de D.
2. Déduire de la question précédente que les coefficients de L et ceux de D peuvent étre obte-
nus par les formules (on considére que les sommes ne sont pas effectuées quand j =1)

j—1

j
.. 2
dj=ajj kZ dkljk'

=1

etpouri>j

’ ! U

aij— 2y Aklicljk
dj )

Indication : ne pas oublier que /;; = 1 par définition.

lijz

retour au cours
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Exercice 2.17

Soit A une matrice symétrique définie positive. On considere sa factorisation de Cholesky
A= BBT. Montrer que tous les éléments de la diagonale de B sont non nuls.

retour au cours
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Chapitre 3

Résolution des problemes de moindres carrés
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3.1.1 Un exemple : un probléme de lissage.

Exercices :
Exercice 3.1

Si on se donne une famille de points du plan (t;, b;)1<i<m (les t; étant distincts) alors il existe
un unique polynoéme P(¢) de degré inférieur ou égal a m — 1 tel que

P(t)=b;, i=1,...,m,

qui est le polyndme d’interpolation des points (¢;, b;). Si le nombre de points m est trop grand,
ou si les ordonnées sont bruitées, on préfere en général chercher une fonction f(#) qui, dans une
classe donnée (polyndmes, fractions rationnelles, polynomes trigonométriques, exponentielles
...), approche “au mieux” les points (¢;, b;), on parle alors d’approximation, de lissage ou bien de
régression (voir la figure 3.1.1).

Soit donc une famille de fonctions

Sommaire
[, (0),..., fut), n=m, Concepts
linéairement indépendantes. Etant donné n nombres réels x, Xz, ..., X, on peut introduire le nombre
E(x)
ue 2 Exercices
E(x) = ,;[f (t) = bil%, Documents
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FIGURE 3.1.1 — un probléme de lissage

avec f(t) = X}'_, xrfx(2). La quantité E(x) représente la somme des erreurs quadratiques entre
les valeurs données et celles prises par f aux points #;. Le probleme d’approximation se formule
alors de la facon suivante :

Trouver X € R", tel que E(X) < E(x), Vx € R".

Par exemple si I'on désire faire de la régression polyndmiale, c’est-a-dire prendre pour f(#) un
polyndéme de degré < n—1,ona

fi=tY k=1,...n, f()=x1+X2t+...+x,8" .

L'écriture inhabituelle du polyndme avec x; comme coefficients permet de mettre en évidence
que les inconnues du probleme de moindres carrés sont ces coefficients.

<< 188
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3.1.2 Formulation matricielle

Exercices : Cours :
Exercice 3.2 Lissage

On suppose que l'on a a résoudre un systeme linéaire Ax = b (A € #,y), avec un second
membre b non nul et on suppose que le nombre d’équations est supérieur strictement au nombre
d’inconnues (m > n). Dans la plupart des cas, ce systéme n’'a pas de solution. On cherche alors
une approximation de la solution qui réduise la différence Ax — b. Un des choix possible est de
minimiser la norme euclidienne de cette différence. Dans tout ce chapitre, nous n’utiliserons que
la norme euclidienne.

Définition 3.1.1. Soit A € M,,(R) et b € R™ donnés. On appelle probleme de moindres carrés le

probleme
min | Ax - bll3. (3.1.1)
X€E

On notera X la solution de ce probleme. On montrera dans la suite qu’elle existe, et qu’elle est
unique sous I'hypothése fondamentale suivante :

Les colonnes de A sont linéairement indépendantes. 3.1.2)

ou, de facon équivalente
rang A= n.
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Formulation
Un cas particulier est le cas m = n et A inversible, alors X est la solution unique de Ax = b, matricielle
mais ce n’est pas ce cas particulier qui nous intéresse dans ce chapitre.
Un autre exemple, pour le probléme de lissage, est introduit dans le paragraphe référencé. Il

n’est pas possible en général de faire passer une fonction f(¢) dépendant de n inconnues (par

exemple un polyndme de degré n — 1) par m points (m > n). Il n’existe donc sans doute pas de

x € R" qui annule les quantités

n
X fr(t) — b, 1<i<m.
k=1
Cette expression s’écrit bien Ax — b ou
aij=fj(ti), l1<i=zm, ISan,
et!’on a bien a minimiser
m n 2
Ex) =) | xife(t)—bi| .
i=1 | k=1

Cette fois-ci le minimum ne sera pas nul. Sommaire
Concepts
Exercices
Documents
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3.1.3 Les équations normales

Exercices : Documents :
Exercice 3.3 Document 3.1

Nous ferons plus tard une résolution purement algébrique du probléme des moindres carrés.
Cependant nous allons en donner une approche analytique qui permet de voir ce probléme sous

un angle différent. Tout d’abord, explicitons la fonction a minimiser. On a

IAx—bl5 = (Ax—b) T (Ax—b) = x" AT Ax— b" Ax— xT ATb+||bIl5
xTATAx—2(ATD) T x + b3

E(x)

Le probleme de moindres carrés peut donc se reformuler en

min J(x) = xTGx— Zth,
xeR"

ol1 G = AT A est symétrique et h = AT b est un vecteur donné.

Définition 3.1.2. On appellefonction quadratique une fonction J : R" — R, de la forme
J(x) = x'Gx—2h"x,

oit G est une matrice n x n symétrique et h est un vecteur donné deR".

191
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Rappelons que si J : R — R, continiiment dérivable, admet un minimum X € R, alors J'(X) = 0.
De méme soit J: R” — R continiment dérivable, alors

J(®) <J(x) VxeR" = VJ(X) =0, V opérateur gradient .
Ici le calcul du gradient de J donne (voir le document référencé)
VJ(x) =2(Gx—h)

et la solution ¥ du probleme de moindre carrés vérifie donc nécessairement
GX = h, soit
AT Az = ATb.

Ces relations sont appelées équations normales du probléme, ce sont des conditions nécessaires

pour que X soit minimum, on montre de plus que ces conditions sont suffisantes d’ot1 le théo-
reme.

Théoréme 3.1.1. Soit A€ M, (R) et b€ R™ donnés, si l'on suppose que la matrice A est de rangn,
le probleme de moindres carrés m%{n lAx — bII%, admet une solution unique X donnée par
X€E n

AT Az = ATh. (3.1.3)

Démonstration: On remarque tout d'abord que si A est de rang n, alors G = AT A est définie
positive en effet :

x'Gx=|AxI5=0VxeR",
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d’autre part puisque le rang de A vaut n, alors la dimension de Ker A est nulle donc
x'Gx=0o ||Ax||§=O©Ax:0©x=0.
La matrice G étant définie positive, elle est inversible, donc il existe une unique solution X véri-
fiant ATAZx = ATb < Gx = h.

Montrons maintenant que
VxeR", x£x= J(x) > J(%).

Posonsy=x—Xx,onadoncy#0.

JG+y) = E+pIcE+y)-2nTG@+y),
= xT'Gx+yTGy+2zxTGy-2nTy-2n"3,
= z1Gx+yTGy+2(Gx-mTy-2n'z,
= y'Gy+zTGx-2n'%,

puisque GX = h. d’oi
J&@+y)=J®+y' Gy.

Puisque G est une matrice définie positive, et que y 20, onay’ Gy > 0, et donc
JE+y)>](®),VyeR", y#0,

ce qui montre que X réalise le minimum de J. O
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Documents du chapitre 3
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Document 3.1 Le gradient d'une forme quadratique

Soit la fonction quadratique
J(x) = x'Gx - Zth,

ou G est une matrice symétrique. On veut calculer son gradient, soit

0] 0J Ji
\Y) =, — ..., —
J(x) 0x; 0x2 7 0xp

Développons la fonction J

J@x) =) xi(Gx);—2) hix;.

i=1 i=1

Alors ; " 5
J
— =(Gx) + i—(Gx); — 2hy.,
5 (GX)k i:ZIxzaxk( x); —2hy
et
0 0o &
a—xk(GX)i = G_xk (j;gijxj) = 8ik = 8ki-
Donc
0] L Sommaire
F (GX)k+ Y xi&ki — 2hk = (GX) . + (GX) — 2hy = 2(Gx) . — 2 g, Concepts
k i=1
d’otl1 le résultat
VJ(x) =2(Gx— h).
Exercices
Documents
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Exercice 3.1

1. Ecrire le probleme de la régression linéaire comme un probleme de moindres carrés : plus
précisément on se donne une famille de points (¢, b;)1<i<m (es t; étant distincts) et on
cherche a faire passer une droite le plus prés possible de ces points.

2. La question précédente conduit a une fonction de deux variables a minimiser. On admet
que ce minimum est donné en annulant les deux dérivées partielles. Donner le systeme
linéaire de deux équations a deux inconnues ainsi obtenu.

retour au cours
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Exercice 3.2
On cherche a approcher les données (¢;, b;)1<i<m (les ¢; étant distincts) al’aide d'un polyndme
de degré inférieur ou égal a n— 1, on suppose m = n, on note

p)=ar+ast+...+a,t" 1,

et on cherche les coefficients a, ay, ..., @, qui minimisent
< 2
E(a1,az,...an) = Y_ (p(t;)) — by)".
i=1

Ecrire le probleme de moindres carrés sous forme matricielle. Montrer alors que la matrice A
estbien de rang n. (Onrappelle que la matrice carrée de Van der Monde 'V, v;j = tl! _1, estinversible
si tous les t; sont distincts).

retour au cours
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Exercice 3.3

Donner les équations normales du probleme de moindres carrés associé a la régression li-
néaire. Montrer que I'on retrouve les équations de I'exercice 3.1.

retour au cours

Solution

Sommaire
Concepts

Exercices
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Chapitre 4

Méthodes itératives

4.1 Méthodes itératives de résolution des systemes linéaires . . . . . ... ... 202
4.2 Résolution d'une équation non-linéaire a une inconnue . . . . . ... ... 212
4.3 Résolution d’'un systeme d’équations non-linéaires . . . . . ... ... ... 228
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4.1 Méthodes itératives de résolution des systémes linéaires

4.1.1
4.1.2
4.1.3
4.1.4

chapitre A

Principesgénéraux . . . . ... .. ... ... .. ... ...
LaméthodedeJacobi . ....................
La méthode de Gauss-Seidel . . . ... ... ........

Etude de la convergence des méthodes itératives
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4.1.1 Principes généraux

Les méthodes itératives sont utilisées soit pour la résolution de systémes linéaires de tres
grande taille, soit lorsque I'on dispose d’'une estimation de la solution que I'on veut améliorer.

Une méthode itérative consiste a construire une suite de vecteurs x©@,x, ..., x®, . qui, on
I’espére, ou mieux on le démontre, convergera vers la solution du systeme linéaire a résoudre.

Soit A € #,,,(R) une matrice réguliere et b € R"” donnés. On se propose de résoudre le pro-
bleme
fxX)=Ax-b=0

par une méthode itérative de la forme suivante :

x© donné
Mx*D = Nx® 4 p

ol les matrices M, N € .4, ,(R), M inversible, sont convenablement choisies.
Si cette méthode itérative converge, c’est-a-dire si la suite x5 converge vers X alorson a, a la

limite,
(M-N)x=b,

ce qui correspondra a la résolution de Ax = b si

A=M-N.
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Il y a une infinité de choix possibles pour M et N vérifiant A = M — N, nous allons en donner Principes
deux a titre d’exemples. L'idée est bien st{ir de choisir une matrice M particulierement facile a généraux
inverser, par exemple diagonale, ou bien triangulaire inférieure. Ces deux choix correspondent

respectivement a la méthode de Jacobi et a la méthode de Gauss-Seidel.

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents
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4.1.2 La méthode de Jacobi

Exercices :
Exercice 4.1
Exercice 4.2

Le systeme linéaire Ax = b s’écrit

Z;‘lzl aljxj = bly
Z?Zlaijxj = b, pour2<i<n-1,

La méthode de Jacobi consiste, a chaque itération k, a résoudre chaque équation par rapport a
l'une des variables, les autres étant fixées a leurs valeurs obtenues a l'itération précédente. Soit
donc le vecteur x® donné, alors on détermine successivement les composantes de x**1) par les

formules : Sommaire
k+1 k Concepts
auxﬁ ) = - e ale} ) P
02 ) _\n () . _
aiiX; = b; Z].:Lj#l.a,]xj , pour2<i<n-1, ;
Exercices
k+1 -1 k Documents
annxﬁt .= by _27:1 anjx} ).
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Les formules précédentes ne définissent effectivement x**1 que si les coefficients diagonaux de
A sont tous non nuls. Ceci n’est pas une restriction, car on peut démontrer que si une matrice est
inversible, il existe une permutation de ses lignes telle que tous les éléments de la diagonale de la
matrice ainsi obtenue soient non nuls (voir exercice).

On peut écrire les relations précédentes sous forme matricielle. Pour cela introduisons la dé-
composition suivante de A :

A=D-E-F

avec
— D matrice diagonale contenant la diagonale de A,
— E matrice triangulaire inférieure (triangle inférieur de — A),
— F matrice triangulaire supérieure (triangle supérieur de —A),
Avec ces notations on peut écrire le systéeme Ax = b sous la forme

Dx=(E+F)x+b,
La méthode de Jacobi s’écrit

x© donné,
Dx**D) = (E+ F)x® + p.
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4.1.3 La méthode de Gauss-Seidel

Exercices : Cours :
Exercice 4.3 Jacobi

Il s’agit d'une modification de la méthode de Jacobi qui consiste a utiliser pour chaque équa-
tion les composantes de xk+D) déja calculées, ceci conduit aux formules

k+1 k
auxg ) = bl - ;-1:2 aljx;. ),
k+1 (k+1
{ aiix ( ) = Zl lal]x - 7l+1a,] D pour2s<isn-1,
k+1 1 k+1
annx; ) = by— Z;l Qpj x; )

Sous forme matricielle cela revient a écrire le systéme Ax = b sous la forme
(D-E)x=Fx+b,
ou les matrices D, E et F ont été données dans le paragraphe référencé sur la méthode de Jacobi.

La méthode de Gauss-Seidel s’écrit donc

x© donné,
(D—E)x%*+D = (Fx®) 4 p),
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A chaque itération la matrice du systeme a résoudre est triangulaire inférieure.

On observe que les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel que nous venons de voir peuvent se
mettre sous la forme Mx**D = Nx® 1 p

— M =D, N=E+F, pour la méthode de Jacobi,

- M=D-E, N =F, pour la méthode de Gauss-Seidel.
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4.1.4 Etude de la convergence des méthodes itératives

Exercices :
Exercice 4.4

Commencons par étudier la convergence de la méthode itérative

x© donné,
(4.1.1)

x(k+1) — Cx(k) +d.
Proposition 4.1.1. S'’il existe une norme matricielle subordonnée telle que
IClI<1
la méthode (4.1.1) est convergente quel que soit le choix de x'© et elle converge vers la solution de

(I-O)x=d.

Démonstration - Tout d’abord la solution X du systeme d’équations (I — C)X = d existe et elle
est unique, car la matrice I — C est inversible. En effet

xeKer (I-C) e x=Cx= x| =ICxll = ICl lxl,
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si |l x]l # 0, on aurait, apres simplification 1 < ||C||, ce qui est contraire a ’hypothése, donc
x|l =0, donc x = 0. On vient de montrer que Ker (I — C) = {0}, ce qui est équivalent puisque la
matrice I — C est carrée a I — C inversible

Montrons maintenant que x*) converge vers % solution de (I — C)X =d.On a
P —z=Cc®V-5=Ca*?-5=..=c*xY -,
d’ou
2% =2l < 1k 1@ = %l < 1CH* 12 - %1,

Passons 2 la limite quand k tend vers l'infini. Puisque ||C|| < 1, ||C||* tend vers 0 et donc x® tend
vers X.

Définition 4.1.1. On dit que la matrice A est a diagonale strictement dominante si

laiil > ) laijl, Vi, 1<i<n. 4.1.2)
i

Proposition 4.1.2. Si la matrice A est a diagonale strictement dominante alors les méthodes de
Jacobi et Gauss-Seidel sont convergentes.

Démonstration - Démontrons cette proposition pour la méthode de Jacobi. La démonstration
sera faite en travaux dirigés pour la méthode de Gauss-Seidel.

La méthode de Jacobi s’écrit

%D = p=lip+ (E+ F)x®],
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et donc la matrice d’itération est B Etude de la
C=D " (E+PF). convergence des

Puisque A est a diagonale dominante, on a méthodes
itératives

ID™NE+F)lloo = max( " me) <1

1<i<n ]761
et donc la méthode est convergente.

Un autre résultat intéressant pour les applications est le suivant (nous I'admettrons sans dé-
monstration) :

Proposition 4.1.3. Sila matrice A est symétrique définie positive, alors la méthode de Gauss-Seidel
est convergente.

Un résultat intéressant et admis sur la convergence des méthodes itératives donne une carac-
térisation a partir du rayon spectral de la matrice C.

Théoréme 4.1.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que la méthode itérative (4.1.1) soit

convergente est que
p(C) < 1. Sommaire
Concepts

Exercices
Documents
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4.2 Résolution d’'une équation non-linéaire a une inconnue

4.2.1
4.2.2
4.2.3
4.2.4
4.2.5
4.2.6

Méthode de ladichotomie. . . . . .. ... ... ... ... .......
Le principe des méthodes de pointfixe . ... ... ... ........
Convergence des méthodes de pointfixe . . . ... ... .. ... ...
La méthode de Newton pour résoudre une équation . . ... ... ..
Convergence de la méthode de Newton pour résoudre une équation

Laméthodedelasécante . . ... .....................
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4.2.1 Méthode de la dichotomie

Exercices :
Exercice 4.5

Onveutrésoudre f(x) =0, ol f estune fonction de R dans R non linéaire (sinon c’est évident!).

On recherche donc un nombre réel x* tel que f(x*) = 0. Comme pour toute méthode itérative, on
va donc construire une suite de nombres réels x@, x, .., x®, ... qui converge vers x*. Puisqu'ici
les termes de la suite sont des nombres réels, on les notera plus simplement xg, X1, ..., Xk, -...

Le principe de la dichotomie est tres simple. On suppose que f : [a,b] — R est continue et

que f(a) f(b) <0, c'est-a-dire qu’il y a au moins une racine réelle de f dans [a, b]. On prend alors
o - a+b . (. S s

le milieu de I'intervalle ¢ = — Si f(c) = 0 (ou numériquement tres proche de 0) on considere

que I'on a résolu le probleme. Autrement deux cas peuvent se présenter. Si f(a) f(c) <0, alors f a
une racine réelle dans [a, c] (au moins une, en tous cas, un nombre impair de racines), autrement
fla)f(c)>0etdonc f(a)f(b)f(a)f(c) <0, cequidonne f(b)f(c) <0et f auneracine réelle dans
[c, b]. On itere alors le processus avec I'intervalle qui contient au moins une racine.

La méthode de dichotomie s’écrit :

(l0+b0
ap=a, bp=b, xo= >

si f(xg) f(ag) <0 alors ag.1 = ay et b+ = Xg sinon ay4, = Xi €t by = by
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Q41+ by
X1 =— 5

Il est clair qu’'a chaque itération la longueur /; de I'intervalle de localisation de la racine x* est
divisée par 2. On sait de plus que |x —x*| < I, d’ol1 le résultat de convergence de la suite (xy) vers
x* si on montre que [ tend vers 0

Proposition 4.2.1. La suite de segments ([ay, bi]) k=0 est telle que

b-a
2k

ly=br—ar= , k=1.

Cette proposition est utile sur le plan numérique; en effet elle renseigne sur le nombre mi-
nimal d’itérations nécessaires pour calculer la racine a € pres, € > 0 étant une précision fixée a
I'avance par l'utilisateur (test d’arrét). En effet, on peut montrer (en exercice) que ce nombre n

doit vérifier
1o ( b— a)
n= .
82 c
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4.2.2 Le principe des méthodes de point fixe

Exercices :
Exercice 4.6

Pour résoudre f(x) = 0, on peut se ramener a un probleme équivalent de la forme g(x) = x
(par exemple en posant g(x) = f(x) + x). Mais il y a beaucoup de choix possibles pour définir g!
La résolution de g(x) = x s’appelle recherche des points fixes de g.

Par exemple pour calculer la racine carrée d’'un nombre réel a > 0, on résout x> = a. Il existe
alors différentes maniéres de se ramener a un probleme de point fixe :

a a . - a
x==,e x)=—,
x o 8l X

a . a a
2x=x+—soit x=2x——et g(x) =2x——,
X X X

— x a x a Sommaire
X=—+4+—, et g3(x) ==+ —. Concepts
2 Top et e =o+o0

Exercices
Documents
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Pour résoudre g(x) = x, probleme équivalent a f(x) = 0, les méthodes dites de point fixe,

k : ) i i Le principe des
consistent a construire la suite xy, x1, ..., Xg, ... de la facon suivante : T Eadls
4 oint fixe
{ Xo donné, p
Xi+1 = 8(xg), k>0
Si la suite (x) converge, la continuité de g implique qu’elle converge vers un point fixe x* de
g. En effet
x* = lim xpy1 = g(lim x) = g(x™).
k—o0 k—o0
Vous verrez en exercice comment se comportent graphiquement les différentes suites dans le
cas des exemples cités plus haut. Vous vous apercevrez qu’elles ne convergent pas toujours et qu'il
faut donc choisir soigneusement la fonction g. Le paragraphe suivant donne quelques conditions
sur la fonction g pour que la suite converge.
Sommaire
Concepts
Exercices
Documents
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4.2.3 Convergence des méthodes de point fixe

Exercices : Cours :

Exercice 4.7 Point fixe/ Principe
Exercice 4.8

Exercice 4.9

Exercice 4.10

Proposition 4.2.2. Soit une fonction g : [a, b] — |a, b] continitment dérivable sur [a, b] et suppo-
sons que
g’ (x)|<k<1, Vxela,bl.

Alors g possede un point fixe unique x* € [a, b] et la suite

{ Xo donné dans [a, b],
Xp+1=g(xp), n>0

converge vers x*.
Sommaire

Concepts
Démonstration - La premiere partie est une conséquence immédiate du théoreme des valeurs

intermédiaires. En effet, si I'on n’est pas dans les cas évidents g(a) = a ou g(b) = b, la fonction
H(x) = g(x) — x est telle que H(a)(= g(a) —a) > 0 (car g(a) € [a,b]) et H(b)(= g(b) — b) <0 (car
g(b) € [a, b]). 1l existe donc un point x* de ]a, b[ tel que H(x*) = 0, c’est-a- dire un point fixe de g. Exercices
On montre aisément en exercice que ce point fixe est unique. Documents
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Pour montrer la convergence de la suite vers x*, on calcule

Convergence des
N N N méthodes de
Xpn—X |=lgxp-1)—gx)| < klxp—1—x"1. .
[0 = x| = 1§ (Xn-1) = §(x")| < kl X1 = x| point fixe
En itérant le processus, on trouve
|x, —x*| < k"|x0— x*|.
Puisque k < 1, la suite k" tend vers 0 quand n — oo, ce qui démontre la convergence de la suite.
Remarquons que si 'on a une application g : [a, b] — R telle que |g'(x)| = k=1, Vx € [a, D] et
qui posséde un point fixe dans [a, b], alors la suite (x;,) précédemment définie est divergente au
sens suivant. Soit x, sort du domaine de définition de g, soit
|, —x*| = k" |xp — x™|
et donc la suite (x;) s'éloigne de x* (au mieux elle reste a une distance constante si k = 1).
On dit que les méthodes de point fixe ont une convergence linéaire car
|Xn+1 = x| = 1g(xn) — g(x ) < klxy — x| ,
Sommaire
A~ . . . ] p . Concepts
De méme que pour la dichotomie, on peut estimer le nombre d’itérations nécessaires pour obte-
nir une précision donnée. En effet, vous pourrez montrer en exercice, que
n
|x, —x*| < |x1 — Xol. Exercices
1-k Documents
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Donc, pour une précision € donnée, le nombre d’itérations n est donné par

(A-k)e

le—x()ISe:>nSM
1-k Ink

n

Dans la proposition précédente, on a supposé que la valeur absolue de la dérivée était majorée
par 1 sur I'intervalle [a, b] tout entier. Sil’on considére I'exemple de la racine carrée d'un nombre
réel a traité dans le paragraphe référencé, on a décrit trois fonctions g pour lesquelles le point fixe
x* correspond a cette racine carrée. Calculons les dérivées correspondantes

_ a ! — a !/ *\ __
- gl(x)—;,gl(x)———xz,gl(x )=-1,
a ! a !/ *
- gz(x)=2x—;,g2(x)=2+—x2,g2(x )=3,

x a , 1 a , .
- gg(x)=§+;, 83(x) = , 83(x7)=0.

2 2x2
Proposition 4.2.3. Soit x* un point fixe de g, fonction continiioment dérivable, tel que |g' (x*)| <1,
alors la suite (x,,) définie par x,,+1 = g(xy,) converge vers x* si xy est suffisamment proche de x*.

Démonstration - Puisque g’ est continue, il existe un intervalle contenant x* tel que |g'(x)| < 1.
Plus précisément, il existe a > 0 tel que

g’ (x)<1, Vxe[x*—a,x* +al.

Il est alors facile de montrer que g est une application de I = [x* — a, x* + a] dans lui-méme. En
effetsixe I,
lg(x) - x*| = 1g(x) —g(x™)| < r?g;clg’(x)llx— x| < a.
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D’autre part, puisque la fonction |g’| est continue, elle atteint son maximum sur l'intervalle T
et donc |g'(x)| < k < 1, pour tout x de I. Ceci permet d’appliquer la proposition du paragraphe
référencé et de montrer ainsi que la suite x,.; = g(x,) converge vers x* si xy est dans I, c’est-a-
dire suffisamment proche de x*.

Remarquons que si |g’(x*)| > 1, il existe un intervalle [x* — a, x* + a] sur lequel |g'(x)| = k > 1.
La suite (x,) définie précédemment a peu de chance de converger vers x*. En effet si on part
proche de x*, on a
|21 — x*| = klxo — x| > |xg — x|

et x; s’éloigne de x*. Il en sera ainsi jusqu’a ce que I'on sorte de l'intervalle [x* — @, x* + a]. Alors,
comme on ne connait pas le comportement de g, il se peut qu'un itéré postérieur "re-rentre" dans
l'intervalle. La seule chance que l’on a de converger, c’est alors de "tomber" sur x*. Cette méthode
n’'est donc pas a utiliser dans ce cas.
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4.2.4 La méthode de Newton pour résoudre une équation

Exercices :
Exercice 4.11

La méthode de Newton s’utilise pour calculer une racine de f(x) =0, ou f est une fonction
deux fois continiment dérivable de [a, b] dans R. En voici le principe : soit xo donné, on écrit le
développement de Taylor en xg :

f(x) = f(xg) + (x — xo) f (x0) + (x — x0)€(x — Xp).

La méthode de Newton consiste a négliger les termes d’ordre supérieur a 1 (ce qui revient a as-
similer localement la courbe a sa tangente) et a considérer alors que x; est le point qui annule
I’approximation de f ainsi obtenue, c’est-a-dire

0 = f(x0) + (x1 — X0) f (x0),

ce qui donne
B f(xo0)
f'(x0)”

L'étape ainsi décrite qui permet de passer de xy a x; permet aussi de passer de x, a X;+1.

X1 =X

Lalgorithme de Newton pour résoudre une équation f(x) = 0 est le suivant

Xo donné,
(xn)
Xn+1 = Xp — ]J:‘r(xn)) nz=0
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I s’agit donc d’'une méthode de point fixe x,+; = g(x,) pour laquelle g est définie par

&)
flx)

gx)=x
La méthode de Newton est une méthode de point fixe telle que g’'(x*) = 0 c’est-a-dire que la déri-
vée s’annule au point fixe de la fonction g.

Une autre maniere de présenter la méthode de Newton, plus graphique, est d’obtenir x,+1
comme l'intersection de la tangente a la courbe y = f(x) au point x, avec I'axe 0x (voir I'exercice).

Si la méthode de point fixe converge vers x*, alors on a en passant a la limite quand » tend
Vers +oo : .
o_ o ST

X =x"-——.
f1(x*)
On voit alors que I'on obtient bien f(x*) = 0si f’'(x*) # 0. On suppose dorénavant que cette condi-

tion est remplie c’est-a-dire que la courbe y = f(x) n'est pas tangente a 'axe Ox lorsqu’elle coupe
cet axe.
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4.2.5 Convergence de la méthode de Newton pour résoudre une équation

Exercices :
Exercice 4.12

Proposition 4.2.4. Soit f une fonction deux fois continitment dérivable sur [a, b] et x* € [a, D] tel
que f(x*) =0 et f'(x*) #0. Alors il existe a > 0 tel que la suite générée par la méthode de Newton

f(xn)
f’(xn)

Xn+1 = Xpn—
converge vers X* pour tout xo € [x* —a, x* + al.

f(x)

Démonstration - Comme il s’agit d'une méthode de point fixe de la fonction g(x) = x - 75,

on calcule la dérivée de cette fonction au point fixe

(f'C)? = [ f () _ f" () f(x)
flx? (f' (x))?

gx)=1-
et puisque f(x*) =0 on a g'(x*) = 0. On peut donc appliquer la proposition 4.2.3 qui montre
I'existence de « tel que la suite x;,.1 = g(x;) converge vers le point fixe si xp € [x* — @, x* + a].

Cette proposition donne une condition suffisante de convergence mais heureusement la mé-
thode de Newton converge souvent méme si I’'on part loin de la solution. Montrons maintenant
que la vitesse de convergence est quadratique, ce qui est mieux que linéaire.
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Proposition 4.2.5. Soit g une fonction deux fois continiiment dérivable de [a, b] dans [a, b], soit

Convergence de
x* € la,b] tel que g(x*) = x* et g'(x*) =0, soit xg € [a, bl, on définit x,,+1 = g(x,), alors : la méthode de
. M v Newton pour
|Xp+1— X7 < ?lxn - x| résoudre une
équation
oit M = max |g" (x)|.
x€la,b
Démonstration - Le développement de Taylor au point x* est donné par
(xn — x%)?
8xn) = g(X") + (¥n = x)g (¥ + ————¢"©
ol ¢ est strictement compris entre x, et x*. Etant données les hypotheses sur g, on obtient
(X, — x*)? M
X1 = x| = = 1g" @) = —-|xn — X",
2 2
On dit alors que la vitesse de convergence est quadratique.
Sommaire
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4.2.6 La méthode de la sécante

Exercices : Cours:
Exercice 4.13 Newton/ Convergence
Exercice 4.14

Cette méthode peut étre vue comme une approximation de la méthode de Newton, présentée
dans le paragraphe référencé. En effet la méthode de Newton nécessite le calcul de la dérivée
de la fonction en un point a chaque itération. Si le calcul de la dérivée est coliteux en temps ou
peu précis (par exemple c’est le résultat d'une approximation numérique), on peut approcher la
dérivée de la manieére suivante

J () = f(xn-1)

Xn—Xn-1

f/(xn) =
On obtient ainsi la méthode de la sécante :

Xo, X1 donnés tels que f(xp) f(x1) <O,
_ F(xn) (xXn = Xp-1)
fCen) = floxn-1)
Ceci signifie, graphiquement, que 'on remplace la tangente par la "corde". Il s’agit en effet de I'in-
tersection de la droite passant par les points (xy, f(x,)) et (x,—1, f(x,-1)) avec’axe Ox (exercice).

Xn+1 = Xn

Cette méthode n’est pas une méthode de point fixe puisque chaque point de la suite est
construit a partir des deux précédents. La convergence de la suite ne peut étre assurée que pour
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certaines valeurs de x et x; suffisamment proches de x*, solution de f(x*) = 0. Létude de l'erreur
est compliquée mais elle montre que

1+v5
2

|Xn+1 = X*| < Klxp =

ol K est une constante qui dépend de la fonction f et de la racine x*. La vitesse de convergence,
égale au nombre d’or, est plus grande que pour une convergence linéaire mais moins importante
que pour une convergence quadratique puisque

1+v5
<—
2

Cette méthode devrait donc converger moins vite que la méthode de Newton. Mais une itération
de la sécante ne demande qu’'une évaluation de f au point x, (sauf pour la premiere itération)
tandis que la méthode de Newton demande 1'évaluation de f et f’. Donc, méme si on suppose
que I'évaluation de f et de f’ ale méme cofit, une itération de Newton représente deux itérations

de la sécante. Donc pour la comparaison des vitesses de convergence c’est v/2 = 1,414 qu'il faut

comparer a —— 1+‘[ = 1,618 et ainsi la comparaison tourne a I'avantage de la sécante.

<2.

Toutefois un inconvénient de la méthode de la sécante, telle qu’on I’a décrite, est que si deux
points successifs sont sur une droite "presque parallele" a 'axe Ox, I'intersection avec 'axe Ox
part a I'"infini". Une variante de la méthode consiste a s’assurer que deux points successifs en-
cadrent toujours la racine de f. On part donc de x et x; qui encadrent x* et pour calculer x;;
on n'utilise x, et x,_; que s’ils entourent x*. Sinon, on utilise x, et x,_,. On peut montrer alors
que pour une fonction f dont la concavité a un signe constant autour de x*, un des points servant
a calculer x,; se fige (exercice) de sorte que, la méthode se comporte comme

f(xn) (x5, — x0)

fxpn) = fxo)

Xn+1 = Xp —
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On retombe alors sur une méthode de point fixe qui a une vitesse de convergence linéaire. On
obtient ainsi une convergence globale au détriment de la vitesse de convergence.
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4.3 Résolution d’un systeme d’équations non-linéaires

4.3.1 La méthode de Newton pour deux équations non-linéaires . . . . .. 229
4.3.2 Les méthodesde pointfixe . ... ..................... 232
4.3.3 La méthode de Newton pour un systeme d’équations non-linéaires . 235

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents

228



section A suivant »

4.3.1 La méthode de Newton pour deux équations non-linéaires

Exercices : Cours :
Exercice 4.15 Newton/ Convergence

On veut maintenant résoudre deux équations a deux inconnues :
filx1,x2) =0, fa(x1,x2) =0.

On manipule maintenant des vecteurs de R?> que I'on peut noter

_[ = [ A ) _ [ fAile,x2) )
x_( X2 ),f(X)—( f2(x) )_( f2(x1,%2)

Comme pour toutes les méthodes itératives que 1'on a vues dans ce chapitre, on va construire
une suite de vecteurs censée converger vers une solution de f(x) = 0, on notera les vecteurs de la
suite x(o),x(l), ...,x(k),

L'approximation par un développement de Taylor au premier ordre que nous avons utilisée Sommaire
pour introduire la méthode de Newton pour une équation peut étre étendue a deux équations Concepts
voire a n équations. Explicitons-la pour 2 équations :

Exercices
Documents
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Soit x un couple donné. Ecrivons le développement de Taylor en ce point

f 1 0fi
) = fi(x?) + ( ) (x1 = ng)) + E(X(O)) (xz (O)) + reste,

1= 500)+ S5 () 1,0+ B,

(O)) + reste.
aJCQ

Sil'on note D f (x'?) la matrice jacobienne de f au point x© définie par :

Df(x(O)):( o () G2 (x) ):( (VA () )

0x
gxle (x©) gé (x©) (Vo (x(o)))T
o ) gf (x©) ) % (@)
Vh(x )=( gf‘( ) )etsz(x ):( g_f;(x(o)) )

les relations précédentes peuvent s’écrire :
f) = f(x?)+Df (x9) (x - x©) + Reste,

soit encore :

L (xONT (x= x©
f=f(x?) +( Ez}; %x(O)BT%x—x(O% )+ Reste .

Attention: f(x), f (x©@), x—x©@, "Reste ", V f (x?),V f> (x©) sont des vecteurs colonnes. D f (x?)
est une matrice. D f (x©@) (x — x©) est un vecteur colonne. Tous les produits et sommes sont donc
bien cohérents.
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On néglige le reste, on calcule I'itéré suivant x' en annulant 'approximation de f ainsi obte- La méthode de

nue. Newton pour

deux équations
non-linéaires

0= £ (x0)+ Df (x?) () - x?)

0)

Le vecteur x'V — x(© se calcule en résolvant un systéme linéaire :

DF (£) (£ ~5) =~ (+*)

1)

Quand on a obtenu le vecteur h = xD = x© on calcule xV = h + x©@,

On recommence les mémes étapes pour obtenir le vecteur x® a partir du vecteur x'. On
s’arréte lorsque la différence de deux itérés successifs, c’est-a-dire le vecteur h est inférieur en
norme a un epsilon fixé a I'avance.

La méthode de Newton pour résoudre le systeme de deux équations non-linéaires f(x) = 0 est
donnée par :

On se donne x@ dans R?, puis pour k=0
1. Onrésout le systeme linéaire D f(x)h = — f(x®).

2. Onpose x*+1 = x4 p, Sommaire
Concepts

Lorsqu'il s’agit de deux équations non-linéaires, il est facile d’'inverser la matrice pour ré-
soudre le systéme. Par contre lorsque 'on a n équations non-linéaires a résoudre, on utilise une
méthode de Gauss pour résoudre le systeme linéaire qui permet de calculer la différence entre

deux itérés successifs. Exercices

Documents
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4.3.2 Les méthodes de point fixe

Cours: Documents :
Point fixe/ Principe Document 4.1

Point fixe/ Convergence

Les résultats présentés dans ce paragraphe sont une généralisation des résultats en dimension
un présentés dans les paragraphes référencés. g est une fonction de R” dans R”, x et g(x) sont
des vecteurs. Comme précédemment on construit une suite définie par :

{ x© donné,
xlk+D) — g(x(k)).

Quand “tout se passe bien”, cette suite converge vers X vérifiant X = g(X).

Nous allons donner deux théoréemes principaux dont vous trouverez les démonstrations en
document.

Théoréme 4.3.1. Soit g une application deR" dansR", et unréel A,0< A < 1, tels que pour tout z
et tout y dansR" on ait

Ig2)—gWl = Alz—yl. (4.3.1)

Alors il existe un % unique appartenant aR" tel que % = g(%) et la suite {x*} ;o définie par

{ x© donné,
x(k+l) — g(x(k)) ’
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converge vers X.

Définition 4.3.2. Soit g une fonction deR" dansR". On appelle matrice jacobienne de g la matrice
Dg(x) € Mn,(R) définie par

0g1 081
Dg(x) = : "o, : )
08n 08n
E (X) e 9%, (X)
ouL g1, ..., gn désignent les composantes de g.

Définition 4.3.3. La fonction g est différentiable en x si g admet des dérivées partielles en x et si la
matrice jacobienne Dg(x) vérifie

8(1)=8X)+DgX)(y—x)+lly—xlle(y —x)
ol e(y — x) est un vecteur de R" qui tend vers 0 quand y tend vers x.
Le théoréeme suivant dont la démonstration est délicate relie la convergence de la méthode de
point fixe au rayon spectral de la matrice jacobienne :

Théoréme 4.3.4. Soit g une application de R" dans R" qui admet un point fixe X, on suppose que
g est différentiable en X et que p[Dg(x)], le rayon spectral de la matrice jacobienne de g, vérifie
plDg(%)] < 1. Alors il existen) tel que si x° vérifie | x'© — || <n, la suite définie par

x(k+1) — g(x(k))
converge vers X.
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On pourrait montrer que la convergence obtenue est linéaire, c’est-a-dire qu'il existe C > 0 tel
que
k+1) _ B s
1D — 21 < Cllx™ - 2.

On parle de convergence d’ordre n quand on a la majoration

Ix®0 — g1 < Cllx® — )17,
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4.3.3 La méthode de Newton pour un systéme d’équations non-linéaires

Cours:
Newton/ Convergence

Newton/ Systéme 2 équations
non-linéaires

On cherche a résoudre le systeme d’équations non-linéaires f(x) = 0. Comme pour le cas
n =1, I'idée de la méthode de Newton consiste a considérer 'approximation affine de f en x*,
soit
f&® +n) = f&®)+ DFER) R+ Rleh),

si f est différentiable, ou on a noté D f(x) la matrice jacobienne de f. On détermine alors £ tel
que f(x®) + Df(x®)h =0, puis x*+D = x® 4 p,

La méthode de Newton pour résoudre le systéme d’équations non-linéaires f(x) = 0 est don-
née par :
On se donne x@ dans R”, puis pour k = 0
1. On résout le systéme linéaire D f(x®)h = — f(x).
2. Onpose x*+D = x® 4 p,

C’est ce que I'on a vu dans le paragraphe référencé qui traite du cas particulier de deux équations
non-linéaires.
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Théoréme 4.3.5. Soit f une application de R" dans R". on cherche a résoudre f(x) = 0 par la
méthode de Newton. S'il existe X tel que

- f(X) est nul,

— f estdifférentiable dans un voisinage de X et |Df (x) - Df (X)|| < allx— x|,

— Df(X) est inversible,
alors il existe un réel strictement positifn tel que si x© vérifie | x© — x| < n la suite construite par la
meéthode de Newton converge vers X. De plus la convergence obtenue est d'ordre 2, ou quadratique,
cest-a-dire qu'il existe une constante C > 0 telle que

1 — &) < Clx® - 22

Nous ne démontrerons pas ce résultat, qui est la "traduction” des hypothéses correspon-
dantes dans le cas n = 1. On notera aussi que la convergence est tres rapide (quadratique).
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Documents du chapitre 4
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Document 4.1 Les théoremes de point fixe pour les systemes non-linéaires

On sait définir la convergence d'une suite a I'aide de sa limite. Si 'on ne connait pas cette
limite, on peut montrer qu'une suite est convergente si et seulement si c’est une suite de Cauchy,

dont la définition suit.
Définition 4.3.6. On dit que la suite {x®} est une suite de Cauchy si
Ve >0, AN(e) e N tel queVk = N(g), Vp =0, [xFP - x® | <,

Ceci nous permet d’énoncer quelques résultats sur les méthodes de point fixe.

Théoreme 4.3.7. Soit g une application deR" dansR", et unréelA,0< A < 1, tels que pour tout x

et tout y dans R" on ait

lgx)—gMI<Alx—yl. (4.3.2)

Alors il existe un % unique appartenant a R" tel que % = g(%) et la suite {x©} =, définie par

{ x99  donné
Kk+1) — g(x(k))

converge vers X.
Démonstration - On a

I+ — x® ) < A x® = x* V)< < 2K - O,

On a d’autre part

x(k+p) _ x(k) — x(k+p) _ x(k+p—1) + x(k+p—1) _ x(k+p—2) Foeeeqt x(k+2) _ x(k+1) + x(k+1) _ x(k).
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On peut donc écrire que

< AP AR AR D - <O,
1-AP
= AFQ+A+ 2P W — xO ) = AF— 2 - O,
1-1
k 1 0
< m”x( )_x( )”

La quantité || x**?) — x®)|| tend donc vers zéro quand k tend vers I'infini ; ainsi la suite est une
suite de Cauchy, de sorte qu’elle est convergente. On note X la limite de cette suite. On a

lgx®)—g@ I < 1x® -z,

donc la limite de g(x'®) est g(%). On a bien g(%) = & car

(k) =

%= lim x*V = lim g(x g(R).
k—o0

k—o0

La suite ainsi construite converge donc vers une solution de g(x) = x. Montrons que cette équa-
tion admet une solution unique : on suppose qu'’il existe 2 solutions u et v, on a donc u = g(u),
v=g(v),donc g(u)—g(w)=u—-v.0r|g(u) —g)ll < Allu—-v|, onadonc

lu—vl<Alu—-v|, soit |lu—v|(1-1)<0

avec A < 1. Ceci n’est possible que si ||[u — v|| = 0 donc u = v. Ceci termine la démonstration du
théoréme .

Le théoreme suivant dont la démonstration est délicate relie la convergence de la méthode de
point fixe au rayon spectral de la matrice jacobienne :
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Théoréme 4.3.8. Soit g une application de R" dansR" qui admet un point fixe X, on suppose que
g est différentiable en X et que p[Dg(X)], le rayon spectral de la matrice jacobienne de g, vérifie
plDg(%)] < 1. Alors il existen) tel que si x° vérifie | x'© — || < n, la suite définie par

x(k+1) (k))

= g (x
converge vers X.

Démonstration - Grace a des résultats sur les normes matricielles, on peut montrer que, sil’on

note o
1-p[Dg(x)] S

3
il est possible de trouver une norme matricielle subordonnée telle que

€= 0,
0=<[IDgX)Il = p[Dg(X)] +E,

on utilisera donc dans la suite cette norme matricielle et la norme vectorielle correspondante.
En utilisant la définition de la différentiabilité on obtient donc :

g (x) — g (Xl IDg(®)(x = X) + llx— xlle(x - X) || < |1 DG(X) (x — D) + lx — X[l e (x — X) |

IA

IDgX)lx— Xl +1lx=X[lle(x =X =llx=XN(IDg X + lle(x — X)|).
Or |le(x— %) || tend vers 0 quand x tend vers X, il existe donc 7 tel que
[x—zl<np=lle(x—X)|| <E.

On obtient alors :
(IDgX) |l + lle(x = %)) < p[DgR)] +E+E= A.
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Or A =p[Dg(x)] +28=1-€< 1, on adonc démontré que :

avec A < 1. La suite de la démonstration est analogue a ce qui se passe pour n = 1.

<<

lx—%xl <n=1lgx)—g@)I =Alx-xIl,

retour au cours
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Exercice 4.1
On rappelle que la définition du déterminant a partir des permutations est la suivante

dét A= Z Aog(1)18s(2)2--- Ao (n)n
o

ol la somme est faite sur toutes les permutations de I'ensemble {1, 2, ..., n}. En utilisant cette défi-
nition, montrer que si une matrice est inversible, il existe une permutation de ses lignes telle que
tous les éléments de la diagonale de la matrice ainsi obtenue soient non nuls.

retour au cours

Solution
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Exercice 4.2

Donner les matrices D, E et F correspondant a la décomposition A = D — E — F de la méthode

de Jacobi dans le cas
0

1 3
A=| 6 7 -1
3 4 9

retour au cours

Solution
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Exercice 4.3

Quelle est, pour la méthode de Gauss-Seidel, la forme de la matrice du systeme permettant de
calculer x**1 a partir de x'®'. Que pensez-vous de la résolution de ce systeme ?

retour au cours

Solution
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Exercice 4.4

Soit la décomposition A= M — N avec M inversible et la méthode itérative

x© donné,
Mx%**D = Nx®) + p,

Donner une condition suffisante sur les matrices M et N pour que la suite x® converge vers la
solution de Ax = b.

retour au cours

Solution
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Exercice 4.5

Montrer que pour la dichotomie, le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une préci-
sion inférieure a € est supérieur ou égal a log, %.

retour au cours

Solution
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Exercice 4.6

Pour calculer la racine carrée d’'un nombre réel a > 0, on résout x> = a. Il existe alors diffé-
rentes manieres de se ramener a une méthode de point fixe :

a a
x=—donc g;(x) = —,
X X
a . a a
2x=x+ —, soitx =2x — — donc g»(x) =2x— —,
X X X

x+ a d ( ) x+ a
x=—=+—donc g3(x) ==+ —.
2 2x &3 2" 2x

Tracer les fonctions g;(x) etla bissectrice pour x > 0. Prendre 1, quelconque et construire graphi-
quement la suite 1.1 = g;j(ug) pour k > 0. Conclusion ?

retour au cours

Solution
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Exercice 4.7
Soit g : [a, b] — [a, b], continument dérivable, telle que |g'(x)| < k< 1, Vx € [a, b]. On suppose

que g admet deux points fixes dans [a, b]. Montrer, en utilisant le théoreme des accroissements
finis, que I'on arrive a une contradiction.

retour au cours

Solution
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Exercice 4.8

Pour calculer la racine x* de x> —3x—1 = 0 sur [-1,+1], on pose g(x) = x23— L pour appliquer

une méthode de point fixe x = g(x). Montrer que la suite x;,+1 = g(x5), avec xp € [-1, +1], converge
vers un unique point fixe x* € [-1, 1].

retour au cours

Solution
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Exercice 4.9
Soit une suite (x,) convergeant vers x*. On suppose que
dk <1, |xj41 —xil < klx; —x;_1|Vie N

1. Montrer que
|41 = Xnl < K" |21 = X0l

2. En déduire que, pour p > n,

|xp — Xl = (KPY 4.+ EM)x = xo.

3. Apres avoir calculé la somme du membre de droite, faites tendre p vers I'infini pour obtenir
n

x*—x,l =
| nl %

|x1 — Xol.

retour au cours Sommaire

Concepts
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Exercice 4.10

On reprend la fonction g(x) = x23_ L dont I'unique point fixe x* de [-1, 1] est racine du trindbme

x?—3x—1=0. Soit xy = 0, calculer le nombre d’itérations de point fixe n nécessaires pour obtenir
une précision inférieure a € = 1073 pour le calcul de x*. Vérifier votre résultat en calculant les n
premiers itérés de la méthode de point fixe.

retour au cours

Solution
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Exercice 4.11

Soit la courbe y = f(x). Ecrire 'équation de la tangente a cette courbe au point d’abscisse
X = x,. Donner alors I'abscisse du point d’intersection de cette tangente avec I’axe Ox. Montrer
que I'on retrouve ainsi l'itéré de la méthode de Newton. Pour illustrer graphiquement et numéri-
quement cette méthode, tracer et calculer deux itérations avec f(x) = x> —2 et xo = 2.

retour au cours

Solution
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Exercice 4.12

Soit la fonction f(x) = cosx — x. Montrer qu’elle admet une racine sur [0, 7/2]. Calculer trois
itérations de la méthode de Newton en partant de xy = /4 puis avec xy = 0.

retour au cours

Solution
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Exercice 4.13
Ecrire I'équation de la droite passant par les points (x,, f(x,)) et (x;—1, f(xz-1)). Donner I'abs-

cisse x,+1 de I'intersection de cette droite avec I’axe Ox. Montrer que I'on retrouve I’équation de
la sécante.

retour au cours

Solution
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Exercice 4.14

Tracer une courbe convexe qui coupe I’axe Ox en un point x*. Considérer deux points xj et
X1 qui entourent ce point. Effectuer alors graphiquement quelques itérations de la méthode de la
sécante (modifiée) de telle sorte que la sécante passe toujours par deux points qui entourent x*.
Remarquez alors que soit xp, soit x; est pris en compte dans toutes les itérations.

retour au cours

Solution

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents

256



< précédent section A

Exercice 4.15
On considere les deux équations non-linéaires
xf+(x2—1)2:4, x%—x2+1=0.

Ecrire une étape de la méthode de Newton. Prenez un vecteur x© et calculez le vecteur x'V.

retour au cours

Solution
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5.1.1 Approximation d'une fonction

Exercices :
Exercice 5.1

Dans la résolution de certains problemes numériques on rencontre la situation suivante : on
veut calculer les valeurs d'une fonction f(#) pour un trés grand nombre de valeurs de ¢, mais on
ne connait pas f “explicitement”. Ceci se produit lorsque :

— f n’est connue qu’en certains points expérimentaux o, t1, ..., ty,

— oulorsque la fonction f est évaluée numériquement par un code de calcul dont 'exécution

est coliteuse.
On veut alors “représenter” f par une fonction simple dont I’évaluation est aisée.

Autrement dit, il s’agit d’approcher la fonction f par une autre fonction, plus facile a calculer.
Cette fonction approchée f est choisie dans une classe F de fonctions dont le calcul n’est pas trop
cotiteux. Citons I’ensemble des polynémes, '’ensemble des fractions rationnelles, 'ensemble des
polyndmes trigonométriques,.. .

La question est alors de savoir en quel sens on désire approcher f. Il y a un grand nombre de
possibilités. Citons les plus courantes.
— On peut chercher une fonction f € F telle que :

vi=0,1,...,n, f(ti)=f(l‘i)-

C’est la technique de I'interpolation.
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— On peut chercher une fonction f € F qui minimise I'écart entre les deux courbes aux points
d’abscisse t; (0<i<n):

Y (fa) - f)*=min)_(g(t) — (&)
i=0 g€F j=o

C’est la technique de la minimisation au sens des moindres carrés qui est étudiée dans un
autre chapitre.
— On peut chercher une fonction f € F telle que

b _ b
f If(x) - f(x)]*dx = min f If(x) - g(x)|*dx.

geF
C’est la technique de 'approximation quadratique.

— Enfin, on peut chercher une fonction f € F telle que

max If(x)—f(x)lzmip( max |f(x) - gl |.

x€la,b] geF \x€la,b]

C’est la technique de 'approximation uniforme.

Dans la suite de ce chapitre, nous ne traitons que de l'interpolation.

<<
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5.1.2 Interpolation

Exercices :
Exercice 5.2

Dans tout ce qui suit on suppose données deux familles de n + 1 réels :
— les abscisses : {fy, t1,..., I}, supposées toutes distinctes,
— les ordonnées correspondantes : {yy, ¥1,..., Yx}. Ces valeurs peuvent, par exemple, étre les
{f(z;)}, ou f estla fonction que 'on cherche a représenter.
On cherche alors une fonction s qui prend pour valeur y; en chaque point ¢;, cecipouri =0,...,n.
Evidemment ce probléeme admet une infinité de solutions. Il faut donc préciser la classe F de
fonctions dans laquelle on va chercher h.

Dans ce qui suit nous allons considérer deux classes particulieres de fonctions :

— l'ensemble 22, des polyndmes de degré au plus n,

— l'ensemble des splines cubiques qui sont des fonctions définies comme des “polyndomes

par morceaux”, chacun des polyndmes étant de degré 3.
Il existe également d’autres méthodes d’interpolation. Citons celles qui utilisent des informations
sur les dérivées de f aux points f, t1,..., t;. C'est 'interpolation d’Hermite, que nous ne verrons
pas ici. Contentons-nous d’en donner un exemple trés simple. Supposons connues les valeurs
de f et de ses dérivées jusqu’a I'ordre n en un point t. Alors, 'unique polynéme P,, de degré n
vérifiant
Vi=0,1,....,n, PY(t)= D),
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est donné par

(t— 10)" Interpolation
—1Ip
Py (1) = f(t0) + (£ = 10) f'(t0) -+ ——— " (10).
Ce polynome n’est rien d’autre en fait que la partie polynomiale du développement de Taylor de
f al’ordre n au point ¢ = f.
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Concepts
Exemples
Exercices
Documents

<<« 263



< section précédente chapitre A section suivante »

5.2 Interpolation polynomiale
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5.2.2 Calcul del'interpolation . . . .. .......... .. ... ...... 267
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5.2.1 Polyndme d’interpolation dans la base de Lagrange

Exercices : Exemples :
Exercice 5.3 Exemple 5.1
Théoréme 5.2.1. Etant donnés n+ 1 nombres réels (ty, t1, ..., t,) distincts et n+ 1 nombres réels

(Yo, Y1,---» ¥n), il existe un polynéme p, € P, (ensemble des polynémes de degré < n) et un seul tel
que
Vi=0,1,...,n, pn(ti) = yi. (5.2.1)

Démonstration -

1. Lexistence est démontrée directement en exhibant le polynéme cherché, soit

n
pu(t) =Y yiZi(0) (5.2.2)
i=0
ol les polyndmes Z; sont les polynomes de base de Lagrange qui prennent la forme

n t—t
Zin= ] = (5.2.3)
k=0,ki Li = Lk

Ces polynomes sont appelés polynémes de base, parce qu’ils engendrent I'espace 22, des
polyndémes de degré inférieur ou égal a n. En outre, on les introduit plutét que d'utiliser
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la base canonique {1, ¢, t%,..., t"}, parce qu'ils permettent d’exprimer immédiatement tout
polynome de degré inférieur ou égal a n en fonction de ses valeurs aux points ¢;. On vérifie
bien en effet que, par construction méme de Z;(t) :

1, pourj=i,

zi(tj) ={ 0, pourj#i.

. L'unicité se montre de la fagon suivante : supposons qu’il existe deux polynoémes p, et g,

appartenant a 22, tels que py(#;) = qn(;) = y;. Alors si on pose d,, = p,, — qn, d; appartient
aP,etdy(t;) =0, i=0,...,n. Autrement dit, le polynéme d, a au moins n + 1 racines dis-
tinctes. Il est de degré inférieur ou égal a n. Il est donc identiquement nul et ’on a ainsi
Pn = {qn.
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5.2.2 Calcul de I'interpolation

Exercices :
Exercice 5.4

Soit f : [a,b] — R une fonction donnée. On construit le polynéme p,(t) qui interpole les
valeurs de f aux points f, t1,...,t, (¢; € [a,b]), ce qui conduit a poser p,(f;) = f(t;) pour i =
0,...,n. On a ainsi approché la fonction f par le polynéme p,. La question est alors la suivante :
quelle erreur commet-on quand on approche f par p, ?

Hypotheses et notations. Dans ce qui suit nous supposerons que f est (n+ 1) fois continiment
dérivable sur [a, b] et nous noterons e, () I'erreur d’interpolation définie par :

en(t) = f(8) — pu(D).

Soient alors Int(¢, ty, . .., t;) le plus petit intervalle fermé contenant les points ¢, ty, ..., t; et 7, (¢) la
fonction définie par :
Tp()=U—-0)-t)(t—8)...(f—t,).

Théoréme 5.2.2. Quel que soit t € [a, b], il existe s € Ini(t, to, ..., tn), dépendant de t, tel que

_ U me
en(t)—(nﬂ)!f & Amn(t). (5.2.4)
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Démonstration : 1) S'il existe un j tel que t = tj, lerreur est nulle et la formule (5.2.4) est
immédiate.

2) Si, quel que soit j, t # tj, alors (&) # 0, et nous pouvons définir, une fonction g, de la

variable z par :
Tn(2)
Tn(t)
Il est clair que g, () = 0 et g, (£;) = 0 pour j =0, ..., n. Nous voyons ainsi que g,(z) sannule n+2 fois
dans lintervalle Int (t, t, ..., ty). En appliquant plusieurs fois le Théoréeme de Rolle ! nous voyons
de méme que :

- gn s‘annule au moins n+ 1 fois dans cet intervalle,

- gn sannule au moins n fois dans cet intervalle, etc

= g("“) sannule au moins 1 fois dans Uintervalle Int (t, ty, ..., t).
Notons alors & € Int(t, ty, ..., ty) la (ou l'une des) valeur(s) de z telle que g(”“)(ét) =0. Comme la
fonction g, dépend de t, le pomtf ¢ aussi. Par ailleurs, comme py, est un polynome de degré n,

8n(2) = f(2) — pn(2) — en(t) ——

pgfer.l) (Z) — 0
De méme, comme le terme de plus haut degré de t,,(t) est t"*! nous avons :
" (z) = (n+1)!

de sorte que
(n+1)!
(1)

ce qui démontre le théoreme. U

et = R ) =0,

1. Si f est continiiment dérivable sur [a, b] etsi f(a) = f (b) alors il existe au moins un réel c €]a, b[ tel que f’(c) =
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Remarquons tout d’abord que cette expression de I'erreur n’a de sens que si la fonction f que
I'on interpole est n+1 fois contintiment dérivable. Si ce n’est pas le cas, I'expression précédente de
I'erreur n’est plus définie. On peut d’ailleurs vérifier expérimentalement dans ce cas qu’il ne sert a
rien d’'interpoler f par un polynéme de degré n. C’est une regle générale en analyse numérique : il
estinutile d'utiliser des méthodes d’ordre élevé, construites pour des fonctions régulieres, lorsque
la fonction a approcher n’a pas la régularité requise.

Remarquons aussi que I'expression de I'erreur obtenue dans le théoréeme ci-dessus est ce
qu’on appelle une estimation d’erreur. Elle est précieuse en ce qu’elle donne la forme de 1'er-
reur et montre comment varie (au ¢ pres) cette erreur quand on augmente le nombre de points
d’interpolation. Par contre, elle ne permet pas de calculer la valeur de I'erreur e(f) en un point ¢
donné. En effet, le point ¢ est inconnu (on sait seulement qu’il existe) et pire encore, on ne sait pas
en général calculer la dérivée (n + 1)-eéme de f. En effet, si 'on approche f c’est que I'on ne sait
pas la calculer ou au moins que son calcul cofite trés cher. Ceci exclut en général toute possibilité
de calcul de f**1 3 un cotit abordable.
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5.2.3 Polynome d’interpolation dans la base de Newton

Exercices :
Exercice 5.5
Exercice 5.6

Nous avons introduit une nouvelle base de 'espace 22, des polyndémes de degré inférieur ou
égal a n : la base de Lagrange. Cela nous a permis de démontrer I'existence d’'un polynéme d’in-
terpolation en donnant ses composantes dans cette base. Par contre, la base de Lagrange est trés
malcommode pour calculer les valeurs du polynéme d’interpolation en un ou plusieurs points. La
base canonique n’étant pas plus adaptée, nous allons introduire une troisieme base. Etant donnés
n+ 1 points f, t1,..., ty, la base de Newton est définie par :

{1, -1, t-to)t-1), ..., U=to)t—1t1)...(t = tp-1) }, (5.2.5)

Nous allons montrer comment calculer les coefficients du polynéme de degré inférieur ou égal a
n, pn, interpolant une fonction f en les points &, f,..., t;. Ce polyndme s’écrit :

pu)=co+ci(t—1tg) +---+cp(t—1to)(t—11) - (£ ty-1).

Notons que le coefficient ¢, est le coefficient de t” dans p,. C’est ce qu'on appelle le coefficient
directeur de py,.
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Un des avantages de I'expression du polynéme p, exprimé dans la base de Newton est le
suivant : si on note py les polyndmes tronqués, c’est-a-dire :

pr()=co+ci(t—1to)+---+cp(t—1to)(t—11) - (t—t,-1),k=0,..,n,

alors py est le polyndme de degré inférieur ou égal a k qui interpole f aux points f, ..., fx, en
effetona

Pu(®) = pr(O) +cp1(t—1)(E—11) - (E— b))+ +cpn(E—Lo) (£ —11) -+ (£ — ty—1).

donc pi(t) = pu(to) = f (1), pr(t1) = pu(t1) = f(t1),..., Pr(te) = pn(ti) = f ().

On a donc en particulier :

pr(®) = ppa(® +cp(t—t)(E—1)--- (£ — tyh_1),

donc si on connait le polynéme p;_; et que 'on rajoute un point d’interpolation ¢, les coef-
ficients cy, .., c,—1 sont les mémes, il suffit de calculer le coefficient ¢, et de rajouter au polynome
Pn—1leterme ¢, (t —to) (£ — 1) -+ (£ — tp—1).
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5.2.4 Différences divisées

Exercices : Documents :
Exercice 5.7 Document 5.1
Exercice 5.8

Définition 5.2.3. Soit une fonction f dont on connait les valeurs en des points distincts ty, t, Lo, . ..
On appelle différence divisée d’ordre 0, 1, 2, ..., n les expressions suivantes définies itérativement
par:

fltol = f(20), flal = f(r1), flt2] = f(£2)

tol - flt F1— fl
Jir AL ICIORPAT (LRI
fo— i — i
_ flto, 1l = fln, to]
f[to’tl!tZ] = [0_ l-z .

D’une maniere générale, si X est un ensemble fini de points distinctssiag X etbg X ,sia# b

alors Sommaire
a->b

Théoréme 5.2.4. Soit une fonction f dont on connait les valeurs en n+1 points distincts t; 0 < i <
n) et soit py le polynéme d’interpolation :

Exemples
Exercices

pn(d) = co+ci(t— ) + Co(t— o) (E— 1) + -+ + Cp(t = 1) (E— 7). (E = E_1). Documents
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on, flte,t,.. tl = ck

en(t) = flto, t1,..., tn, 1 (£ — ) (£ — 1) (£ — ) (£ — 1p).

Démonstration - Elle se fait par récurrence sur le nombre de points d’'interpolation.

- Sin=0, pg est le polyndme constant qui interpole f en ty, donc

po(t) = f(to) = fltol.

suivant »

(5.2.6)

(5.2.7)

— Sin=1, p; estle polyndme de degré inférieur ou égal a 1 qui interpole f en ty, t;, on écrit
p1(8) = co + c1(t = ty), p1(to) = f(t0), p1(#1) = f(#1) et on obtient

co = f(to) =

f[t()],Cl -

_ fo) = f(t)

fo— 11

= flto, r].

— Supposons que la formule soit exacte pour les polyndmes qui interpolent en k + 1 points,
on a par exemple py le polynéme de degré inférieur ou égal a k qui interpole f en f, ..., fx

qui s’écrit :

pk(t) = f[t()] +f[t0, nl(t—ty) +... +f[t(),..., Ll (t—to) (£ — t1)...(E — tg—1).

De méme gy le polynome de degré inférieur ou égal a k qui interpole f en 1y, ..., fx4+1 S'écrit :

g = flal+ fla, LIt —t) + ..+ fltr, .o, e 1 (= 0) (£ — B2)...(E — tr).

Si on définit le polynéme p par :

p(t) =

(2= tr+ D) pr (1) — (£ — 1) qx (1)
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alors p = pg+1, en effet p est un polyndme de degré inférieur ou égal a k + 1 et de plus il
interpole f aux points ty, f1, tx+1, en effet :

p(to) = px(to) = f(20), p(ti+1) = Gk (tres1) = [ Ex+1),
pouri=1,..,k,

p(ts) = (t; — ter 1) pi(8) — (8 — 1) qi (£7) _ (ti = tg1) — (4 — IO)f(ti) - f5).
to— lik+1 fo— Ti+1

Le coefficient directeur de py, c’est-a-dire le coefficient de t* est flto,-.., tl, le coefficient
directeur de gy, c’est-a-dire le coefficient de t* est flt,..., te+1], doncle coefficient directeur
de py.1, C'est-a-dire le coefficient de tk+1 est

_ f[t()r-"r tk] _f[tly---) tk+1] _
To— Tk+1

Ck+1 f[tO’---’tk+1]

On sait d’autre part que
Pi+1(8) = pr(0) + Cr1 (£ = 10) (£ — 11)...(£ = 1)
On adonc
Pr+1(8) = flto] + flto, 11(t — to) + ... + flto, ..., w11 (£ = t0) (£ — 11)...(£ = tk).

Ce qui termine la démonstration.
Quant au calcul de I'erreur, il est détaillé dans I'exercice (5.7). [

On pourra voir dans le document le calcul des différences divisées lorsque les points sont
équidistants.
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Proposition 5.2.1. Les différences divisées f[ty, t1,..., tx] sont des fonctions symétriques de leurs

Différences
arguments. divisées
Démonstration - Le nombre fl[tg, f1,..., tx] = ¢k est le coefficient du terme en ¢* dans le poly-
noéme de degré inférieur ou égal a k qui interpole f aux points {fy, 1,..., fx}. Or ce polyn6me est
unique et ne dépend pas de 'ordre dans lequel on a numéroté les points, de sorte que :
f[[O'(O)v to’(l)))“-v to(k)] = f[t()r tl)- coy tk])
pour toute permutation o des entiers {0,1,2,..., k}.
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5.2.5 Calcul pratique des différences divisées

Exercices :
Exercice 5.9
Exercice 5.10

Rappelons I'expression des différences divisées données dans la définition 5.2.3 :

flto, tr,.. tem1] = flo, to, ., ]
to— ty ’

f[tl] :f(ti)) f[to’t]’“-y tk] =

Lutilisation de cette formule permet de calculer les f[f, 1,..., tx] de proche en proche a'aide du
tableau suivant (chaque colonne se déduit de la colonne précédente) :

k=0 k=1 k=2 k=n
flol

flal flto, 1]

fltl flt, ] flt, 11, 1]

f[tn] f[tn—lr tn] f[tn—Z; tn—l; tn] f[t()r tl;---y tn]
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. - . o nn+l) .
— Nous voyons que la détermination des coefficients c; nécessite — divisions. Calcul pratique
— Nous voyons aussi que nous obtenons sur la diagonale du tableau les coefficients ff], des différences
flto, t1], flto, t1, t2], et finalement f[ty, t1,..., t,], C'est-a-dire les coefficients ¢, c1, ¢, et fi- divisées

nalement ¢, de p, dans la base de Newton.

Voici un algorithme succinct pour calculer les différences divisées d; (0<i < n):
1: pour i = 0jusqu’a n faire
22 di=f(t;)
3: fin pour
4: pour k =1 jusqu’a n faire
5:  pour i = njusqu’a k par pas de —1 faire

—d;

6: dl’ =1 =
li—li—k

7:  fin pour

8: fin pour

Remarquer que les éléments d; en fin d’algorithme correspondent bien aux coefficients c¢; du
polynéme d’interpolation écrit dans la base de Newton.
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5.2.6 Algorithme de Horner

Exercices :
Exercice 5.11

Il faut remarquer tout d’abord que la forme
pnt)=co+ci(t—to)+ca(t—t)(t—t)+--+cp(t —t)(t—11)...(E— tp_1).

se préte bien a I’évaluation numérique en utilisant le schéma de Horner :

—

: Les données sont: ¢y, ..., Cxn, Lo,.--» tn—1, ¢

2: p==¢Cp

3: pour k = n—1jusqu’a 0 par pas de —1 faire
4 p=c+{E—t)*p

5: fin pour

Par exemple, pour n=3, on évalue successivement chacun des crochets en partant du plus
interne.

p3(t)=co+(t—1tp)[c1+ (£—t1)[co+ (2= B2)[c3]]]. (5.2.8)

L'écriture classique donnerait

p3(t) =co+c1(t—to) +ca(t—to)(E— 1) +c3(t— o) (2 — 1) (£ — 12)
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ce qui correspond a 5 multiplications.
En exercice, vous montrerez que, de maniére générale, pour le calcul de p;, I'algorithme de Hor-
ner comporte n multiplications alors que le calcul "classique" en comporte 2n — 1.

Algorithme de
Horner
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Exemples
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5.2.7 Convergence du polynéme d’interpolation

Exercices :
Exercice 5.12

Lexpression de I'erreur :

_ 1 (n+1)
en(t) = (n+1)!ﬂn(l‘)f (&),

obtenue précédemment nous permet déja, dans quelques cas favorables, d’obtenir des résultats
intéressants.

Soit donc [a, b] un intervalle contenant tous les points d’interpolation ¢;. Il vient :

Ep= sup ley(t)| < = sup |m, ()] sup "),
tela,b] (n+1)! se(q,n) tela,b]

d’ot découle la majoration :
(b _ a)n+1
n S - - .

(n+1)
sup | (01
(l’l+ 1)' te[al,)b] f

Comme
(b _ a) n+1

n—co (n+1)!

’
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il en résulte que lim,_ E,, = 0, pour toutes les fonctions f € C*([a, b]), dont les dérivées sont
bornées uniformément en z. Cette classe de fonctions est assez restreinte, mais contient des fonc-
tions comme €?, sin t, cos t.

Par contre, 'exercice (5.12) montre que pour une fonction aussi raisonnable que

1

fm:1+t2

interpolée sur I'intervalle [-5, 5], le polyndme d’interpolation ne converge pas uniformément vers

f.
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5.3 Interpolation avec les splines cubiques

5.3.1 Positionduprobleme ... ... .. ... ... .. .. .. .. .. ... 283
5.3.2 Définition de la spline cubique d’interpolation . .. .......... 285
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5.3.1 Position du probleme

Exemples :
Exemple 5.2

Linterpolation polynémiale présente plusieurs inconvénients :

— elle ne prend pas tres bien en compte les fonctions assez "raides",

— elle converge mal en ce sens qu'augmenter le nombre de points n'améliore guere I'erreur

au dela d'un certain degré.

Qualitativement, ces difficultés proviennent de la trop grande rigidité des polynémes. Du fait
de cette rigidité, le saut brusque de 0 a 1 engendre des oscillations sur tout son intervalle de dé-
finition. Il faut donc avoir recours a une approximation utilisant des fonctions approchées (les
éléments de F) moins rigides. En d’autres termes, on demandera moins de régularité globale aux
fonctions de F. Ceci, outre les propriétés sympatiques des polynomes, va nous conduire a utiliser
dorénavant des polynémes par morceaux.

Concretement, dans ce qui suit on considéere une partition de l'intervalle [a, b]
A={a=fhh<h<b<--<th1<thp=b},

dont on appellera les points ¢; de subdivision les nceuds. On suppose donnée une famille de
nombres réels {yy,..., y»} qui correspondent, comme précédemment, aux valeurs d’interpola-
tion. Un idée assez naturelle consiste a considérer individuellement chacun des sous-intervalles
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[t;, t;+1] et & construire une approximation par morceaux : on obtient ainsi une fonction g véri-
fiant les conditions d’interpolation g(t;) = y; et qui dans chaque intervalle [#;, ;4] coincide avec
un polyndme g; (#) de degré plus ou moins élevé. Dans le cas ot1'on choisit g;(¢) de degré 1, cette
technique consiste a relier les points (¢;, y;) par des segments de droite : il s’agit de la fagon la
plus élémentaire d’utiliser ce qu'on appelle les fonctions splines. Dans ce cas la courbe d’équa-
tion y = g(¢) est une ligne brisée, on a donc des points anguleux, la fonction g n’est pas dérivable
aux abscisses t;. On sent bien que si 'on prend des polyndmes de degré plus élevé, le choix de
gi(t) n'est plus unique. L'idée consiste a se servir de ces degrés de liberté supplémentaires pour
assurer a g une certaine régularité aux points ¢;. On pourra par exemple imposer a g d’étre une
ou plusieurs fois contintiment dérivable. Dans le cadre de ce cours nous nous limiterons au cas
ol ces polynomes sont de degré 3.
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5.3.2 Définition de la spline cubique d’interpolation

Exercices : Exemples :
Exercice 5.13 Exemple 5.3

Définition 5.3.1. Etant donné une partition de Uintervalle [a, b]
A={a=tHh<th<bh<--<th1<tp=b}

On appelle spline cubique d’interpolation une fonction notée g, qui vérifie les propriétés suivantes :
— g€ C?|a,b) (g est deux fois contintiment dérivable),
— g correspond, sur chaque intervalle [t;, t; 1], a un polynome de degré inférieur ou égal a 3,
- gty)=y; pouri=0,1,...,n.

Remarquons que la définition qui précéde ne suffit pas a déterminer de facon unique la fonc-
tion spline d’interpolation car il manque des conditions. Comme on va le voir la détermination
de la spline nécessite la résolution d'un systéme linéaire et il manque encore deux équations
pour déterminer cette fonction. Ces deux équations proviendront de conditions supplémentaires

1 Sommaire
comme par exemple ) ) Concepts
g (@)=g"(b)=0. (5.3.1)
Ces deux conditions, rajoutées a celles de la définition (5.3.1), définissent ce qu'on appelle une
spline naturelle. Exemples
Exercices
Documents

Vous verrez dans I'exercice comment construire les splines cubiques naturelles.
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Exemple 5.1

Voici un exemple pour 7 = 3. On a choisi t; =i, eton a

PLo(t) = (=1(x 62)(t 3), L= t(t— 2)(t 3),

gg(t) — t([—l_)z(t—fi), g (1) = t(t— 1)(t 2)

La figure 5.3.1 montre les deux premiers de ces polynomes.

Prenons les données suivantes : yp = %, y1=1,32=2,y3= —%. On obtient le polynéme d’interpo-

lation

E-DE-2)(t-3) t(t—-2)(t-3)

p(y = - = + > (5.3.2)
- t(t—l)(t—g)—w, (5.3.3)

représenté sur la figure 5.3.2.

Sommaire
retour au cours Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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£ () (1)

Exemple 5.1

FIGURE 5.3.1 —les polynomes de Lagrange %, et £ .
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Exemple 5.2

On peut se faire une idée des problémes que I'on peut rencontrer en regardant sur la figure
5.3.3 le polyn6me de Lagrange £ construit sur 20 points équidistants ¢; =i, i =0...19 : ce poly-
ndéme présente bien les propriétés requises, a savoir Zo(t19) = 1 et L1o(t;) =0, i # 10, mais son
comportement entre les points d’interpolation présente des oscillations d’amplitude trés impor-
tante, laissant présager des oscillations pour le polynéme d’interpolation lui-méme.

retour au cours
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Exemple 5.3

15

FIGURE 5.3.4 — La spline cubique g().

On peut regarder ce que donne une spline cubique sur I'exemple suivant: n =19, t; =i, i =
0...19et y190 =1, y; =0 pour i # 10. On essaye en fait de construire une fonction g(#) similaire au
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polynéme de Lagrange £1¢(t). La figure 5.3.4, a comparer avec la figure 5.3.3, montre 'efficacité

Exemple 5.3
des splines par rapport a I'interpolation polyndémiale.

retour au cours
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Documents du chapitre 5

5.1

Analogie des expressions des polyndmes d’interpolation et de Taylor 295

294

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents



section A

Document 5.1 Analogie des expressions des polynomes d’interpolation et de Taylor

L'expression de la partie polynomiale du développement de Taylor d’'une fonction f suffisam-
ment dérivable est classique. Elle s’écrit :

(t—t)"

n!

P(t) = P(to) + (t— to) f (o) + -+ + £ (£).

Nous avons vu que le polynéme d’interpolation admet I’expression :

P(1) = P(to) + (t — to) f [, tol + -+ (£ = 1) (t — 1) -+ (£ = tn—1) f Lo, L1, ..., L]

Nous allons voir que, dans le cas de points d’interpolation équidistants, il est possible d’obtenir
une expression de ce polyndme ressemblant encore plus a celle du polynéme de Taylor. En effet,
on montre que, en posant

(£ to)
h=ti—ty=th—ti=-=ty—ly1, S= h°

Arfi=f(tis1) = f(8), Arfi=Ak—1fGiri) — A1 f(53),

il vient (a démontrer)

s(s=1)---(s=k+1)

(t_to)(t_tl)"'(t_tk—l)f[to’t]’-nytk]: k' Akfo
d’ot1]’on déduit (a démontrer) 'expression du polyndme d’interpolation :
s(s—1) s(s=1)---(s—n+1)
P(1) :f()-l—SAf()-i- ol A2f0+"~+ p Anf().
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Si du fait de contacts suffisants avec les sciences physiques ou mécaniques, on a été sensibilisé
au probléme des dimensions des diverses grandeurs rencontrées dans ses équations, on sera tres
attentif ici.

Les différences (¢ — t;) ont la dimension d'une longueur par exemple (ou d'un temps ou toute
autre peu importe). Ainsi, dans la formule de Taylor, la dimension de (¢ — y)* est compensée par
les k quotients par f — f#p introduits dans la dérivée k-eme de f.

Par contre,les grandeurs s, s —1,...sont adimenssionnelles. C’est pourquoi apparaissent des
différences A fo qui ne font intervenir aucune division.

retour au cours
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Exercices du chapitre 5
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Exercice 5.1

Soit f une fonction connue aux points d’abscisse t; (0 < i < n), supposées toutes distinctes.
Soit 'ensemble £2;,, des polynémes de degré inférieur ou égal a n. Tout polyndéme p de &2, peut
s’écrire

p)=ap+ait+..+apt".
On cherche p € 22, tel que p(t;) = f(t;),i =0,...,n.

Ecrire les conditions d’interpolation, montrer que le systeme linéaire obtenu admet une solu-

tion unique.

retour au cours
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Exercice 5.2

On suppose la fonction f connue aux points {-1,0,1} ou elle prend les valeurs {0,1,0} et
soit &, I'ensemble des polynomes de degré au plus m. Quelle est la valeur minimale de m qui
conduit a une technique d’interpolation ? Pour quelle valeur de m le polynéme d’interpolation
est unique?

retour au cours

Solution
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Exercice 5.3

On considere les points du plan {(#;,z;), 0<i<n}avec fp < ) <...< .

1. Ecrire I'équation de la droite passant par les points (£;, z;) et (tj+1, zi+1) en utilisant la base
de Lagrange.

2. Ecrire I'équation de la ligne brisée qui interpole tous les points.

retour au cours
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Exercice 5.4

Soit n un entier naturel.

1. Calculer I'erreur commise en interpolant la fonction f(¢) = ¢", définie sur I'intervalle [0, 1],
en les points t; = i/n, i =0,1,...,n, a 'aide du polynéme d’interpolation de Lagrange de
degré n. Expliquer le résultat.

2. Méme question pour la fonction g(z) = i+l

retour au cours
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Exercice 5.5
Montrer que les polyndmes
L (t-t), (t—to)(t—1t1),..., (t—t)(t—11) -+~ (E— tp-1),

forment une base de &2, ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

retour au cours

Solution
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Exercice 5.6
Onatfy=1,6=2,6=3, f(th) =1, f(r) =3, f(t) =4.
Ecrire le polynome pg de degré 0 qui interpole f en t,.
Ecrire le polynome p; de degré 1 qui interpole f en t, ;.

Ecrire le polynome p» de degré 2 qui interpole f en ty, t1, t».
Ecrire chacun des polynémes dans la base de Newton.

retour au cours

Solution
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Exercice 5.7

Soit 8 € R donné, soit p, le polynome de degré inférieur ou égal a n qui interpole f en

to, 1, ..., tn, On veut évaluer 'erreur en 6, c’est-a-dire e, (0) = f(0) — p,(0). Si 0 est égal a 'un des
t;, I'erreur est nulle.

Supposons maintenant que 8 # ¢;,Vi =0, ..., n.
On définit alors le polyndme p par

fO) - pn6)
t) = Hn+1,(0) ——

p(t) = pn(t) +11,(2) I, 0)

ou I, () =TI\, (£ = t;).
1. Montrez que p interpole f aux points {ty, t1,..., t;,0}. Quel estle degré de p ?
2. En déduire p(t) — p,(?) en fonction de f[1, t1,..., tn, .

3. En déduire le calcul de I'erreur e, (0) = f(0) — p,(0).

retour au cours
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Exercice 5.8

Soit la fonction f connue aux trois points d’abscisse ty, #; et f;. On considére le polyndme
d’interpolation dans la base de Newton avec les notations du cours. Montrer, par le calcul, que

¢ = flt, 11, 2]

en utilisant la définition et la symétrie des différences divisées.

retour au cours
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Exercice 5.9

Calculer les coefficients ¢ du polyndéme d’interpolation p3 de 'exemple 5.1, dans la base de
Newton.

retour au cours
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Exercice 5.10

On a calculé a l'aide des différences divisées le polynéme p,, d’interpolation de f aux points
{to,..., tx}. On désire rajouter un point d’interpolation t,;. Doit-on refaire tout le tableau des
différences divisées ? Et, si on utilisait la base des polyndmes de Lagrange, devrait-on refaire tous
les calculs ?

retour au cours
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Exercice 5.11

Calculer le nombre d’opérations arithmétiques nécessaires pour évaluer, en un point ¢, la va-
leur de
pnt)=co+cr(t—1tp) +ca(t—t)(t—t1) + -+ cp(E— L) (£ —11)... (£ — tp—1).

1. Par la méthode ‘naturelle’, en écrivant I'algorithme

2. Parle schéma de Horner.

retour au cours
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Exercice 5.12

Mettre en évidence expérimentalement, en utilisant un logiciel de calcul (Matlab, Scilab,...)
les difficultés de I'interpolation polynomiale de la fonction 1/(1 + £2) sur l'intervalle [—5, +5].

retour au cours
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Exercice 5.13

1. Compterle nombre de degrés de liberté a déterminer pour définir completement une spline
cubique.

2. Compter le nombre d’équations disponibles pour ce faire. Comparer.

retour au cours
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Chapitre 6

, -
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6.1 Motivations et principe des méthodes numériques d’intégration

Documents :
Document 6.1

1l existe deux situations ot 'on a besoin de formules pour approcher fl'intégrale d'une fonc-
tion f:

b
I(f) =[ fdte

— On ne connait la valeur de f qu’en certains points fy, f1,..., I, etil n'est pas possible d’avoir
d’autres valeurs que celles-ci (c’est le cas quand la fonction f est tabulée).

— Ilestpossible de calculer f(f) pour un ¢ quelconque, mais la primitive de f n’est pas connue,
ou bien 'expression analytique de f est trop compliquée pour étre explicitée (f(¢) est par
exemple le résultat d’'un code de calcul trop complexe).

Dans ces deux situations, on doit donc chercher a approcher I(f) a 'aide d'un nombre fini de
valeurs de f en certains points fy, t1,..., t; qui sont soit imposés, soit a choisir de facon optimale
pour que I'approximation soit la meilleure possible. Plus précisément on aura recours a des com-
binaisons linéaires de valeurs de la fonction a intégrer en des points de l'intervalle d’intégration,
soit

b n
f fdt= Zwif(ti). (6.1)
a i=0
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Les points t; sont appelés les nceuds de la formule, les w; sont les poids (weights, en anglais),
parfois aussi dénommés coefficients de la formule. L'application

f=> wif(t)
i=0

qui a f fait correspondre une valeur ‘approchée’ de son intégrale sur I'intervalle considéré dé-
finit une formule (ou méthode) d’intégration numérique. On dit aussi formule ou méthode de
quadrature. Quelques commentaires sont donnés en document.
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6.1 Méthodes utilisant le polyné6me d’interpolation

6.1.1
6.1.2
6.1.3
6.1.4
6.1.5

Principedelaméthode. . . . . ... ... ...........
Intervallederéférence . . ... ... .. .. ... ........
Majoration de I'erreur de quadrature - ordre . . . . . .. ..
Formules de Newton-Cotes . . . .. ..............
Intégration numérique composée . . . . ... ... .....

314

section suivante »

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents



section A suivant »

6.1.1 Principe de la méthode

Exercices : Exemples :
Exercice 6.1 Exemple 6.1

Pour approcher I'intégrale I(f) par une combinaison linéaire des valeurs de f en des points
to, t1,..., Iy, une premiére méthode consiste a approcher I(f) par

b
ﬂﬂ=f;vmda
a

ou pr(r) est le polyndme qui interpole f aux points distincts #, #1,..., fy. Ces points sont choisis
le plus souvent dans l'intervalle [a, b]. Nous rencontrerons cependant, dans le chapitre sur les
équations différentielles, des formules de quadrature utilisant des nceuds extérieurs a 'intervalle
d’intégration. La justification en est trés simple : cela permet d’utiliser les valeurs de la fonction a
intégrer en des points ou ces valeurs ont déja été calculées.

Nous avons vu au chapitre précédent que le polynéme d’interpolation s’exprime dans la base
de Lagrange par

n
pr) =) ft) ().
i=0
Nous obtenons alors directement

n b
J(f) =) wif(s), avec wi:f Zi(vdt. (6.1.1)
a

i=0
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La formule (6.1.1) est appelée formule de quadrature. Principe de la
méthode
De maniere équivalente, nous pouvons aussi obtenir les coefficients w; en écrivant que la for-
mule doit étre exacte pour tous les polynémes de degré inférieur ou égal a n, soit de facon équi-
valente pour chacun des monomes de la base canonique de 22,,. Cette équivalence se démontre
facilement, voir I'exercice référencé.

On peut donc calculer les coefficients wy, ..., wy, en écrivant que I(p) = J(p) pour p € {py, p1,..., Pn}
ol {po, p1,..-, Pn} €st la base canonique de £7,,. On obtient le systeme linéaire

1 1 ... 1 w )
2 0 0
i i i v
0o ‘1 - tn . = . g (6.1.2)
: : ” )
n n n n n
tO tl tn
ol
bk
Vi = / t"dt.
a
La matrice de ce systéme est une matrice de Vandermonde. Son déterminant est non nul si et Sommaire
seulement si les points ¢; sont deux a deux distincts. Le systeme (6.1.2) admet donc effectivement ConEEps
une solution et une seule.
Lexemple référencé vous permet de voir sur un cas particulier les deux méthodes pour calcu- Exemples
ler les w: Exercices
b Documents
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6.1.2 Intervalle de référence

Exercices : Exemples :
Exercice 6.2 Exemple 6.2

Une fois les nceuds ¢; choisis, les poids w; ne dépendent pas de la fonction f a intégrer. Par
contre, ils dépendent de a et b. Nous allons voir maintenant, qu’il est possible de se ramener sans
restriction aucune a approcher des intégrales sur un unique intervalle dit intervalle de référence.
Nous choisirons I'intervalle [—1, 1], car sa symétrie par rapport a 0 simplifie les calculs. Par contre,
on aurait pu choisir tout autre intervalle, comme par exemple [0, 1].

Nous allons donc ramener le calcul d’'une intégrale sur un intervalle [a, b] a celui d'une inté-
grale sur [—1, 1], en utilisant un changement de variable affine. En effet si on pose

B a+b+b-a)u

’

2
on peut écrire que .

b b—a ! Sommaire
f fnde= —f gwdu, Concepts

a 2 -1

avec o
gw=f M). Exemples
2 Exercices
Documents
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Nous pouvons ainsi définir des formules de quadrature sur [—1,1], ol ni les nceuds, ni les
poids ne dépendent de a ou b. Ce sont ces formules que I'on retrouve dans les tables des livres
consacrés a I'intégration numérique.

On ne retrouve pas une situation aussi simple quand on doit calculer des intégrales doubles
ou triples. En effet, il n’existe pas de transformation de coordonnées simple permettant de pas-
ser d'un domaine bi ou tri-dimensionnel quelconque a un domaine de référence. On a alors des
familles de formes de domaines (triangles, quadrangles, tétraédres,...) et pour chacune de ces
familles, un domaine de référence. Le passage de la dimension 1 a la dimension 2 ou 3 change le
niveau de complexité du probléme de la quadrature.
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6.1.3 Majoration de 'erreur de quadrature - ordre

Exercices : Exemples :

Exercice 6.3 Exemple 6.3
Exercice 6.4

Exercice 6.5

Lerreur de quadrature est donnée par

b
E(f) = I(f) - J(f) =f (f()-pyo .

Orsi f estune fonction n+1 fois continiiment dérivable et si p s est son polynéme d’interpolation
de degré n, nous avons vu dans le chapitre consacré a I'interpolation, que :

I RN A O N A ({0))
f@O —pr)=(@—-0)t—t)...(¢ tn)—(n_'_l)! =T,(1) TSV
ol é(8) € Int (¢, &y, ..., t). On a donc Sommaire
Concepts
b (n+1) (n+1)
|E(f)|sf Iﬂn(t)llf (f(t))ld _If (n)l/ (D)l dt,
a (n+1)! (n+1)!
Exemples
Exercices
Documents
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ounelnt(a,b,t,...,t;) (on aappliqué le deuxieéme théoreme de la moyenne !). On peut encore

majorer :
b
| maonat,
a

ol M > 0 est un majorant de If("“)l sur Int (a, b, ty, ..., ty).

lE(f)l =

(n+1)!

On retrouve bien que si f est un polyndme de degré inférieur ou égal a n, alors E(f) =0, c’est
a dire que I'approximation est exacte. Nous verrons plus loin, en particulier dans I'’exemple et un
exercice référencés ci-dessus, que I’'on peut obtenir des estimations plus fines de I'erreur.

Définition 6.1.1. Une formule de quadrature exacte pour tous les polynomes de degré inférieur ou
égal an (n maximum) est dite d’ordre n ou de degré d’exactitude n.

1. Si f et g sont deux fonctions continues sur [a, b] et que g ne change pas de signe sur [a, b], alors il existe c €]a, b[
tel que fff(x)g(x) dx=f(c) ff gx)dx.
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6.1.4 Formules de Newton-Cotes

Exercices :
Exercice 6.6

Nous allons énumérer maintenant quelques formules classiques construites avec des ¢; fixés
équidistants. On suppose que ty = a, t;, = b et que les points ¢; sont équidistants :

b—a

tii—tj=h= ,Vj=0,1,...,n—1.0naalors t; =a+ih,pouri=0,...,n.

On généralise a un nombre quelconque de points I'idée utilisée pour la méthode des trapézes :
n

b
on approche I(f) par J(f) :f prdt= Y wif(t;), ou py interpole f aux points &,..., .
a i=0

Donnons maintenant les formules obtenues pour diverses valeurs de n. Nous donnerons en
méme temps, pour chacune d’elles, une estimation de 'erreur E correspondante. Formules de
Newton-Cotes pourn=1,2,3:

N Sommaire
— n=1:formule des trapézes (h=b—a) : Comsaia
h K3 .
J()==(fto) + f(t1)); In€la, bl E(f) =——f"(m).
2 12 Exemples
Exercices
Documents
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— n=2:formule de Simpson (h=(b—a)/2) :

h o
Ih=3 (f(to) +4f (1)) + f(2)); Inela, bl, E(f) = —%f(‘” ).

— n=3:formule de Simpson3/8 (h=(b—a)/3):

3h 3h°
I == (f (o) +3f(t1) +3f(t2) + f(23)); AN € [a, bl, E(f) = —%f(‘“(n).

On ale résultat général suivant :

Théoréme 6.1.1 (Formules de Newton-Cotes avec reste).

Si n est pair et si f est n+2 fois continiiment dérivable, il existen € [a, b] tel que

b n n+3 r(n+2) n
f fode=) w;if(t) LA il V)
a

T i 2(t-1)...(t—n)dt,
i=0 .

Sin estimpair et si [ est n+ 1 fois continiiment dérivable, il existen € [a, b] tel que

b n n+2 g(n+1) n
f fode=) Wif(ti)‘f'u
a

D! t(t-1)...(t—n)dt,.
i=0 -

Les coefficients w; sont obtenus par résolution du systeme (6.1.2) ou par le calcul de ff pr(1) dt, ou
pr est le polynome d'interpolation.

On peut remarquer que pour # pair (donc un nombre impair de points) les formules de Newton-
Cotes sont exactes pour les polyndmes de degré inférieur ou égal a n + 1, alors que pour » impair,
ces formules sont exactes pour les polyndmes de degré inférieur ou égal a n. Le cas n pair donne
donc des formules d’ordre plus élevé que prévu. Ceci a une conséquence directe : lorsque 7 est
pair, ajouter un seul point n'améliore pas I'approximation de I'intégrale, il faut ajouter 2 points.
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6.1.5 Intégration numérique composée

Exercices : Documents :
Exercice 6.7 Document 6.2

Dans la pratique on dépasse rarement n = 2, pour les mémes raisons qui font préférer les
splines au polynéme d’interpolation qui a tendance a osciller fortement quand n devient grand.
Pour traiter de grands intervalles on utilise une approche locale : on découpe d’abord l'intervalle
[a, b] et on applique des formules d’ordre faible sur les sous-intervalles. Par exemple pour la mé-
thode des trapezes :

1. On subdivise l'intervalle [a, b] en N sous-intervalles a I'aide de points de subdivision #; =
a+ih,pouri=0,...,N,avec h=(b—a)/N,

2. puis sur chaque sous-intervalle [#;,a¢;+1] on applique la méthode des trapezes.

On obtient ainsi la formule composée suivante :

fo) + J(r n)+f(& tn-1) + f(&
I = h(f( O+f)  fe i) FE-0+ )
2 2 2
1 Nl 1 Sommaire
2 i=1 2
Pour le calcul de I'erreur, on somme les erreurs commises sur chacun des sous-intervalles, soit Exemples
N n Exercices
E(f)= ) Ei(f), aveCEi(f):_Ef”(ﬂi), pereices
i=0
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ol n; € [t;, ti11]. On applique alors le théoréme de la valeur intermédiaire > pour invoquer Iexis- Intégration
tence d'un nombre 7 € [a, b] tel que numérique
| N-1 composée
f'm=5 X ',
i=0
I'erreur globale s’écrit
b—a
E(f) =———h*f"@.
12
De méme pour la méthode de Simpson : on suppose que N est pair, soit N = 2M. La formule
obtenue est la suivante (2 montrer en exercice) :
h M-1 M-1
J(f) =3 | flw) +4 Y flai)+2 Y. fl)+ fl2m) ],
i=0 i=1
ol on a toujours posé h = (b—a)/ N, et par la méme technique que précédemment, on obtient
I'estimation d’erreur : ,
-a
E(f)=-——h*f®m), nela,bl.
f T
Dans le document référencé, on trouve un calcul d’estimation a posteriori de I'erreur et une tech-
nique d’utilisation de ces estimations pour construire des méthodes de quadrature adaptatives. Sommaire
Concepts
Exemples
Exercices
Documents

2. Si f est continue sur [a, b] alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = [f(a) + f(b)]/2.
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Exemples du chapitre 6
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6.3 Calcul de 'erreur de la méthode des trapézes . . ... ......... 330
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Exemple 6.1 Méthode des trapezes

Soitl'intervalle de référence [—1, +1] et soit ¢p une fonction définie sur cet intervalle. On cherche

1
a approcher I(p) = f @(t)dt par une formule de quadrature a deux points, soit
-1

J(p) = wop(=1) + w1 ¢(1).

Notons p le polynéme (de degré inférieur ou égal a 1) tel que p(—1) = p(-1) et p(1) = (1). 1l
s’écrit :
(1) = u =1 +tLl (1)
pil) = ) ¢ 5 %

d’oty, apres calcul des deux intégrales,

1
J(¢p) =f1p(t)dt=<p(—l)+<p(1).

Nous avons ainsi obtenu wgy = wy = 1.
Nous aurions aussi pu obtenir les deux coefficients par la deuxieme technique. Elle consiste a
écrire que I'approximation doit étre exacte pour les monémes 1 et t, soit

1
flp(t)dt= wop(=1) + w1 p),

Sommaire

pour p(t) =1 et p(t) = t. Ceci donne deux équations linéaires : Concepts
(51 )=(5)

-1 1 wr 0 Exemples

‘ ) Exercices

qui redonnent bien wy = wy = 1. Documents
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Exemple 6.2 Méthode des trapézes sur un intervalle quelconque

1
On a vu dans I'exemple (6.1) que la formule des trapézes pour approcher I(¢p) = f Q&) d¢
-1

est J(p) = p(=1) +¢(1)
Si maintenant nous nous placons sur un intervalle quelconque [a, b], nous arrivons par un
changement de variable a :

b bh— 1
f fodt= —“f P(&) dé,
a 2 Ja

avec

w(f):f( 5 &+ >

Nous pouvons ainsi approcher cette derniere intégrale

b—a b+a)

b-a (! b-a b-a
| o@ae= =20 +0a0 =L@+ Fib.
2 Ja 2 2

La raison pour laquelle cette formule est dite des trapézes est que 'on approche I'intégrale I(f)
par 'aire du trapéze représenté sur la figure 6.1.1.

Sommaire

Concepts
retour au cours

Exemples
Exercices
Documents
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Exemple 6.2

Méthode des

trapezes sur un

intervalle

y o quelconque

f(b)

@ | T

y

a b t

Sommaire

) . Concepts
FIGURE 6.1.1 — Méthode des trapezes

Exemples
Exercices
Documents
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Exemple 6.3 Calcul de I’erreur de la méthode des trapezes

Dans certains cas particuliers il est possible d’obtenir, a peu de frais, une estimation plus fine
de I'erreur. Pour la méthode des trapezes, on a

b E(E
E(f) =f (t—a)(t—b)@dt,
a

or sur [a, b] le produit (£ — a) (¢ — b) ne change pas de signe d’ou il existe 1 € [a, b] tel que

f// (n)
2

b h3
E(f) = f (- @)= byt =——f"(),

ouonanoté h=>b-a.
retour au cours

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents

330



< section précédente chapitre A section suivante »

Documents du chapitre 6
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Document 6.1 Approchée en quel sens ?

Le choix de la forme

b n
f fde=) w;f(z). (6.1.3)
a i=0

ne doit pas surprendre. En effet, rappelons comment est définie I'intégrale d'une fonction inté-
grable. On se donne une subdivision

lh=a<h<---<th,=b

de l'intervalle [a, b] et pour chaque sous-intervalle [#;, t;+1], un point &; € [;, t;+1]. On introduit
alors la somme

n-1
Y FEN - 1),
i=0

qui représente, une valeur approchée de I'aire sous-tendue par la courbe y = f () entre les points
a et b. Posons h = maxp<j<p—1|ti+1 — ti|. On dit que la fonction f est Riemann-intégrable sur
I'intervalle [a, b], si la limite

n—1
im Y f(&;)(ti41 — 1),
h=0 i
existe et est la méme,

1. quel que soit le choix des points de subdivision ¢; (pourvu que ce choix vérifie simplement
la condition h — 0),

2. et, quel que soit le choix des points ¢; dans chaque sous-intervalle [¢;, t;11].
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La valeur de cette limite est 'intégrale de f sur I'intervalle [a, b].
Nous voyons ainsi, que chaque somme

n-1
Y fEN i - 1),
i=0

donne une valeur approchée de I'intégrale. Nous voyons aussi que ces sommes sont bien de la
forme (6.1.3).

L'idéal serait d’avoir une valeur exacte pour toutes les fonctions susceptibles de nous inté-
resser, c’est-a-dire en fait pour toutes les fonctions Riemann-intégrables. C’est impossible, mais
cette idée donne le principe de construction des méthodes les plus courantes et a partir des-
quelles beaucoup d’autres sont construites.

On demande ainsi dans un premier temps que les formules de quadrature soient exactes pour
des classes de fonctions aussi larges que possible. Comme pour chaque formule on dispose d'un
nombre fini de degrés de liberté, on pense vite aux polynomes. En effet, d'une part ils permettent
effectivement de construire des formules puisque I'on connait leurs primitives. D’autre part, ils
sont denses dans I'espace des fonctions continues 3, ce qui permet d’espérer de bonnes propriétés
des formules ainsi construites, pour cette large classe de fonctions.

Lorsque I’on a affaire a une fonction f n’appartenant pas a une classe pour laquelle on dispose
de formules exactes, on voudra au moins pouvoir disposer d'une famille de formules (Qj) nen
telle que

n b
lim ) win f(tin) =f fdz.
n—oo = @

3. ce qui signifie en pratique que toute fonction continue peut étre approchée aussi prés que I'on veut par un
polynome

<< 333 >
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Nous construirons plus loin des familles de formule possédant cette propriété pour toute fonction Document 6.1
Riemann-intégrable. Nous verrons aussi qu'il existe des familles de formules, qui bien qu’exactes Approchée en
pour les polynémes, ne possédent pas cette propriété. quel sens?

retour au cours
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Document 6.2 Estimations a priori et a posteriori de |'erreur de quadrature

Lerreur obtenue pour la méthode du point milieu dans I’exercice (6.3) et celle obtenue pour la
méthode des trapeézes dans le paragraphe (Newton-Cotes-formules d’intégration) sont de méme
nature. Elles montrent par exemple que I’erreur sur un sous-intervalle [#;, #;1] tend vers 0 comme
h?, ce qui est intéressant. Cependant la présence d'un terme de la forme f"(&ys;) (ou f"(&711))
interdit toute évaluation de la valeur de I’erreur. Par contre, si nous avons les deux estimations
simultanément, a savoir

3

i _ hi " i _ h? "
Ey(f)= ﬂf (Emi) et Ep(f)= _Ef 1)
nous remarquons que pour h; suffisamment petit, nous pouvons écrire
E3(f) = —2E},(f)

Posons

liv1

Iéxact(f) = foadt,

i
li+tiv1

B = kY, =2 (fw+ f),
Il vient alors
I'(f)-Ih=-2 (I"(f) - I]’;,I(f)).
On en déduit une valeur approchée améliorée de I*(f) :
IL(f) +2[1"w(f)

Ii(f) = =

il (f(t, paplithio f(tl+1))
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et surtout une estimation de 1’erreur, soit

IL(f) +21L,(f) B
3

() = 1L, ()

I (f) = 2

uH) =T (f) = I (f) =
Lestimation ci-dessus est une estimation a posteriori : elle donne une ‘valeur’ calculable de I'er-
reur des qu’ont été obtenues les valeurs approchées I}, (f) et I7.(f). Nous verrons au paragraphe
suivant comment utiliser ces estimations pour obtenir des valeurs approchées a une précision
donnée.

Concluons ce paragraphe en rappelant que toutes les estimations obtenues n'ont de sens que
pour des fonctions a intégrer suffisamment régulieres (concrétement de classe C? pour les for-
mules de la moyenne et des trapéezes). En outre, les estimations a priori n'ont de sens que pour des
h; suffisamment petits pour que I'on puisse négliger les termes d’ordre supérieur quand on assi-
mile &s; et &1;, mais pas trop petits quand méme, sinon les erreurs de troncature de la machine
deviennent prépondérantes et enlévent tout sens a ces estimations obtenues sans les prendre en
compte.

On donne un intervalle [a, b], une fonction f dont on veut I'intégrale sur [a, b] avec une erreur
inférieure a €. Pour ce faire on évalue une valeur approchée par la méthode du point milieu, puis
par la méthode des trapézes. On obtient ainsi une valeur de I'erreur. Si elle est inférieure a € c’est
terminé et on prend comme valeur approchée la valeur extrapolée. Sinon, on subdivise [a, b] en
deux et ’on calcule sur chacun des deux demi-intervalles avec une tolérance de /2 pour chacun
d’eux, et ainsi de suite.

retour au cours
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Exercices du chapitre 6

B. 1 L e e e e e e e e e e e e e 338
6.2 e e e e e e e e e e e e 339
6.3 e e e e e e e e e e e 340
6.4 e e e e e e e e e e e e e 341
6.5 e e e e e e e e e 342
6.6 L e e e e e e e e e e 343
6.7 e e e e e e e e e e e e 344
Sommaire
Concepts
Exemples
Exercices
Documents

337



section A suivant »

Exercice 6.1
b n
On note I(f) :f fode, J(f) =Y wif ().
a i=0

b
1. On choisit w; = f Z;(t) dt, avec Z; polyndme de la base de Lagrange associée aux points
to, L1, ..., Lp. “

Montrer que alors I(p) = J(p), Vp € £2,.
2. Réciproquement, on suppose que I(p) = J(p), Vp € &, montrer que

b
wi =f () dt.
a

3. Sionnote {py, p1,..., pn} 1a base canonique de £2,;, montrer que

I(p)=J(p), VpeP, < I(p)) =J(pi), i=0,..,n.

retour au cours
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Exercice 6.2

1
On note I(f)=f1f(t)dt, J(f)=wof(=1) + w1 f(0) + w2 f(1).

1. Calculer (w;);=0,1,2 pour que I(p) = J(p) pour tous les polynomes de 27, n le plus grand
possible. Quel est ce degré ?

2
2. En déduire une formule de quadrature pour f fdt.
0

retour au cours
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Exercice 6.3

La méthode du point milieu consiste a approcher

b N a+b
1(f) =f f@dtpar J(f)=(b-a)f(tm), ou tpy = o
a
1. Vérifier que cette formule est exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal a 1.
2. Quel estl’ordre de cette méthode ?

3. En utilisant la formule de Taylor a I'ordre 2, montrer que I'erreur est donnée par :

b (t— tpp)? b-a)®
In€la, bl, E(f)=I(f)—J(f)=f”(77)f( ZM) dr=" 24a)

f”(?]).

retour au cours
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Exercice 6.4

On approche I(p) = f_ll @(&) d¢ par la formule des rectangles J(¢) = we(ty). Etant donné 1y,
calculer w pour que le degré d’exactitude soit le plus élévé possible. Donner le degré d’exactitude
en fonction de f.

retour au cours
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Exercice 6.5

Rappeler la formule des trapézes et donner le degré d’exactitude de cette formule.

retour au cours
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Exercice 6.6

Calculer les coefficients wy, w;, w2 et w3 de la formule de Simpson 3/8 qui approche :

1
I(p) = f (9 dS par J(9) = wop(~1) + w1p(=3) + w2p(3) + w3 (1).

Donner le degré d’exactitude de cette formule.

retour au cours
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Exercice 6.7

b
On cherche a approcher f f(t)dt al'aide d'une méthode composée a partir de la méthode
a

a ,
de Simpson, on pose h = ——, t; = a+ i h. Montrer que

2M
h M-1 M-1
](f)=§(f(l‘0)+4 fliv) +2 ) flt))+ f(t2m) ],
i=0 i=1
B =221 (O () ne [, b
180 ’ T
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7.1.1 Motivations

Exercices :
Exercice 7.1

On considere un pendule initialement au repos et présentant une déviation 8, par rapport a
la verticale. Léquation différentielle régissant la déviation 6(¢) est la suivante :

é(t)z—%sin@(t),
0(0)=0,, (7.1.1)
0(0)=0.

Lorsque 6 est petit, on peut se permettre de faire une approximation de sinf(t) au premier ordre,
ce qui conduit a poser
sinf(t) = 6(1),

et dans ce cas on montre aisément que ’'on a
0(t) =6pcoswt, (7.1.2)

ol w = \/ﬁ Par contre, si 6y n’est pas petit, cette approximation n’est plus valable du tout : la
figure 7.1.1 montre les solutions obtenues pour 8y = gn. Il est flagrant que la solution provenant
du probléme linéarisé (en pointillés) donne une idée bien éloignée de ce qu’il se passe en réalité
(en trait plein).

347 >

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents



section A suivant »

FIGURE 7.1.1 — Oscillation d'un pendule linéaire (en pointillés) et non-linéaire (en trait plein)
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Nous voyons ainsi que la linéarisation ne donne des résultats exploitables que sil’angle initial
0o est petit.

Or on ne sait pas obtenir de solution exacte du probleme non linéaire. Il faut donc en recher-
cher des solutions approchées.

Lobjet de ce chapitre est de présenter les principales techniques numériques permettant d’at-
teindre cet objectif.

D’autres possibilités d’approximation existent et étaient tres développées avant 'usage inten-
sif des ordinateurs. Par exemple, on peut chercher une solution du probléme non linéaire sous
forme d’'un développement en série. On détermine alors les coefficients en introduisant le déve-
loppement dans I'équation différentielle.
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7.1.2 Eléments de théorie des équations différentielles

transform
Exercices : Documents :
Exercice 7.2 Document 7.1

Soit I un intervalle de R et f : I x R — R une fonction continiment différentiable, on notera

f(t,y) cette fonction, % et g—j; les applications dérivées partielles.

Définition 7.1.1. Onditquey: I — R, fonction continiiment dérivable, est solution de l'équation
différentielle

y'=rfy, (7.1.3)
sipourtouttelona
AGES((AT0)

Une équation différentielle seule ne suffit pas a définir une solution unique. Classiquement,
on lui rajoute une condition initiale, c’est-a-dire une condition de la forme :

y(to) = yo0, ou fhel et yp € R sontdonnés. (7.1.4)

Dans le document référencé, nous introduisons une condition suffisante classique, pour que
I’équation différentielle (7.1.3) avec la condition initiale (7.1.4) admette une solution et une seule
dépendant continiment des données.

350 >

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A suivant »

Nous ne nous intéresserons qu’a des problemes de ce type. Cependant, Il faut garder a I'es-
prit que I'on peut étre confronté a d’autres situations. Ainsi, I'équation y’' = f(t, y) avec condition
initiale y(ty) = yo, peut admettre, éventuellement, plusieurs solutions. Par exemple I'équation dif-
férentielle

{ y'(®

y(0)

y(@), t>0,

0,

admet les deux solutions )

t
(@) =0ety(1) = o

Elle en admet méme une infinité. En effet, quel que soitle nombre réel a > 0, la fonction y, définie

par
0, pour0<t=<a,
Va() =% (t—a)?
———, pourast,
4
est aussi solution.

Nous nous sommes limités jusqu’ici a une équation du premier ordre. Bien siir, on rencontre
des équations d’ordre supérieur. Ainsi en mécanique rencontre-t-on souvent des équations d’ordre
2:

y'(t)=g(t,y(1),y (1), ot g: I x R* = R.

Une équation d’ordre 2 nécessite deux conditions supplémentaires pour admettre une solu-
tion unique.
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Pour un probléme aux conditions initiales, qui correspond classiquement au cas ol la va-

) ; > ) ) i Eléments de
riable f représente le temps, ces conditions prennent la forme : y(0) = yy et y'(0) = y1, soit, physi- théorie des
quement, la position et la vitesse a I'instant initial sont données. Nous ne nous intéresserons ici équations
qu’a ce type de probleme. différentielles

Cependant, il ne faut pas oublier qu'’il existe, pour la méme équation différentielle, un autre
type de probléme que nous avons déja rencontré : le probleme aux limites. Les deux conditions
sont alors partagées entre les deux extrémités de l'intervalle, par exemple : y(0) = yo et y(T) = yr.
Ce deuxieme type de probleme correspond a des situations physiques compléetement différentes
et cela se traduit par des méthodes de résolution numériques complétement différentes.
Pour les problemes aux conditions initiales d’ordre 2, il existe des méthodes numériques spé-
cifiques. Cependant il est toujours possible de les ramener a un systéme de deux équations diffé-
rentielles d’ordre 1, couplées et avec conditions initiales. En effet, posons :
Ui(t t
U(t):( 1(2) ):( y,() ), Uoz( Yo )
U-(1) y (1) n
Il vient :
(U@ _( V() _ Ua(1)
U (t) - ! - 1! - ! *
U, (1) Y gt y(n),y (1)
. . e ] Sommaire
Donc en introduisant la fonction a valeur vectorielle Concepts
F:IxR*> — R?
7.1.5
(t,U) — F(t,U)= ( 82 ), ( ) Exemples
g(t, Uy, Us) Exercices
Documents

<< 352 | 4.4



< précédent section A suivant »

on s’est ramené au probleme :
U'(t) = F(t,U(1)) avec U(0) = Uy,

qui a la méme forme que le probleme (7.1.4-7.1.3). On a mis I’équation différentielle d’ordre 2
sous forme normale.

Ce résultat se généralise aux équations différentielles d’ordre m
Y0 =g, y@,y @),..., y" P @)
qui peuvent se ramener a un systéme de m équations différentielles d’ordre 1.

Rappel sur la différentiation : soient 7, p, g trois entiers > 0. Soit f: (x,y) e R"xR” — f(x,y) €

0 0
RY, dont on note O_f et O_f les dérivées partielles par rapport a la premiere et a la seconde va-
X y

0
riables. Soit (xg, o) € R” x R”. La dérivée partielle a—f(xg, Yo) est une matrice de taille (q x n) et
X
0
a—f(xo, Yo) est une matrice de taille (g x p).
y
Soit I un intervalle de R. On suppose maintenant que x est une fonction x: t € I — x(t) € R".

dx
De méme, y:t € R— y(t) € RP. On prend £y € I. On a x’(to) = %(tg) est un vecteur de R”, et

d
¥ (fo) = d—Jt/(l‘o) €R”.
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Soit enfin la fonction d’une variable h: t € I — h(t) € RY, définie par h(t) = f(x(¢), y(1)). Alors
sa dérivée au point fy € I s’écrit

Eléments de
théorie des
of équations

W = 2L dx ), v 2 (1)
0)=3° x(to),J/(to))E(toHa(X( 0), Y(to a7 o) différentielles

Noter que les produits entre matrices et vecteurs sont compatibles : %(x(to), V() € Mgy et
x'(tp) € R" par exemple.
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7.1.3 Principe des méthodes numériques

Exemples :
Exemple 7.1

Soit y(¢) la solution de I’équation différentielle

{ Y ()= f(t,y(1), telty to+T]
y(%) = Yo.

Le principe général consiste a discrétiser l'intervalle I = [, fp + T'], en introduisant des points
to, t1,..., ty = th + T qui peuvent étre équidistants mais ce n’est pas obligatoire. La quantité h;, =
tn+1—t, s'appelle le pas. On veut, pour n =1,..., N, calculer une approximation de y(t,), que 'on
notera

zZn = Y(tn),

al’aide d'un procédé itératif.

Lidée la plus simple consiste dans un premier temps a écrire le développement de Taylor de
y(t) en t = t, : comme la solution est dérivable par rapport a t au moins une fois, on peut écrire
que

h2
y(ty) + hy' (t,) + Ey”(f), & € [tn, tre1l
Y(tn) + hf (tn, y(tn)) + O (h?).

Y(tns1) =yt +h)
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On a supposé que h,, est constant et égala h = % ol N est un entier fixé. Si’on suppose que h est
suffisamment petit, on peut alors proposer le schéma itératif suivant :

20 = Yo
Zpn+1 = zZp+hf(ty,zp),0sn<N-1.

Ce procédé itératif s’appelle schéma d’Euler simple. Mais nous verrons d’autres manieres de I'in-
troduire.

Une autre solution consiste a pousser le développement de Taylor a I'ordre 2, c’est ce qui est
présenté dans I'exemple référencé. On y voit qu'il est alors nécessaire de calculer y”(¢) soit

d o in - of
dtf(t’y(m =3 (t,y(2) +f(t,y(l‘))6y(t,y(t))-

Dans ce méme exemple, on présente aussi 'application de ces deux schémas a un exemple tres
simple.

Enfin, ayant poussé le développement de Taylor jusqu’a l'ordre 2, il est naturel de penser a le
développer al’ordre 3, 4,... Cependant, il suffit de calculer (f(z, y())” pour voir que cette méthode
devient rapidement impraticable dans le cas général.

On distingue deux grandes familles de schémas de résolution numérique des problémes aux

conditions initiales pour les équations différentielles :

— Les schémas a un pas. Pour calculer une approximation de la valeur de la fonction cherchée
en un point t,+;, on oublie tout ce qui s’est passé avant le point ¢,,. Le gros avantage est de
permettre de changer de pas tres facilement au cours du calcul en fonction des estimations
d’erreur que I'on obtient en méme temps que les valeurs approchées au cours du calcul.
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— les schémas multi-pas. Dans ces méthodes au contraire, pour calculer une approximation
de la valeur de la fonction cherchée en un point #,;, on utilise les valeurs calculées en
tn, th-1,.... Cela permet un cotit de calcul moindre, mais rend les valeurs plus interdépen-
dantes de sorte qu'il est plus difficile de changer le pas localement au cours du calcul.
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7.2.1 Schémas d’Euler a partir de I'intégration numérique

Exercices : Cours:
Exercice 7.4 Principe des méthodes numériques

Pour définir certains schémas numériques de résolution d’équation différentielle, on remarque
que la solution exacte y(r) vérifie y'(t) = f(t, y(t)), ce qui donne

[Z¥8]

Y(tn+1) = y(tn) + fl,y)dt.

n

On peut alors penser approcher I'intégrale par une formule utilisant des valeurs de f(z, y(¢)) sur
l'intervalle [t,, t;+1] bien que y(t) ne soit pas connue sur cet intervalle. Pour simplifier I'écriture,
nous supposons que le pas h,, = t,+1 — t, est constant, i = % ol N est un entier, mais la générali-
sation a un pas non constant est évidente.

Pour commencer, utilisons la méthode des rectangles "a gauche" pour le calcul approché de
I'intégrale,(ceci est équivalent a la formule de Taylor appliquée a y(f) en ¢ = t,, que nous avons
introduit dans le paragraphe référencé )

On peut donc proposer le schéma suivant :

Znr1=2n+hf(ty,zn), 0sn<N-1, (7.2.1)
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qui n’est autre que le schéma d’Euler simple. On peut aussi approcher I'intégrale avec la mé-
thode des rectangles a droite. Un calcul équivalent provient de la formule de Taylor appliquée a
y)ent=ty1:

h2
Y(tn) = y(tns1) — hf (tns1, Y(Ene1)) + ?J/”(f), ¢ €ty the1]
Ceci conduit au schéma
Zn+1=zZn+hf(tyi1,2n41), 0SN<N-1, (7.2.2)

que 'on nomme schéma d’Euler rétrograde. On dit que ce schéma est implicite car z,; est
défini implicitement comme solution de I’équation

X=2zp+hf(tps1,x),

qui en général est non-linéaire. On fait alors appel a des méthodes de type point fixe ou Newton.
Cependant, comme le pas h est petit, le nombre d’itérations nécessaires en pratique est petit :
parfois méme une seule suffit. Il reste alors a initialiser le processus avec une premiere estimation
de z,1, qui peut étre z;,.
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7.2.2 Schémas prédicteur-correcteurs a un pas

Exercices :
Exercice 7.5

Reprenons le schéma implicite d’Euler rétrograge 7.2.2 défini précédemment :

Zn+1=2Zn+hf(the1,2n41), 0SR<N-1.

On peut construire un nouveau schéma dit prédicteur-correcteur,

— on détermine une premiere estimation grossiere de z;.1, notée Z,.1, on peut avoir recours
par exemple a la méthode d’Euler explicite

— on améliore cette estimation en s’inspirant du schéma d’Euler rétrograde.

On obtient le schéma :

{ Znr1=2zp+ hf(tn, Zn), (7.2.3)

Zpe1 = 2Zn+ hf(tne1, Zne1).

Dans le langage devenu classique pour ces méthodes, on dit que |'on fait d’abord une prédiction
(25+1) al’aide du schéma explicite, puis une correction a I'aide du schéma implicite. En outre, on
peut étre conduit a itérer sur les corrections.

Voyons un autre exemple, si on utilise la méthode des trapezes pour calculer I'intégrale de

In+1
Y(tn+1) = y(tn) + f,ym)dt,

n
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cela donne I'expression

h 3
Y(tn) = y(t) + (f (tn, y(tn)) + f (tns1, Y(En+1))) = Ey(?’) (&), €€ty tur1].

Le terme y® correspond 2 la dérivée seconde par rapport a ¢ de t — f(t, y(t)). Ceci conduit au
schéma suivant :

h
Zn+l =2Zpt E (f(tn» Zp) + f(tn+1rzn+1)); 0=sn=N-1, (7.2.4)
qui est implicite, comme le schéma d’Euler rétrograde.

On peut, comme précédemment, construire un nouveau schéma prédicteur-correcteur ins-
piré de ce schéma implicite, c’est le schéma prédicteur-correcteur d’Euler-Cauchy :

{ 2n+lzzn+hf(tnyzn)» 0<n<N_]. (725)

Zn+l1 =2pt % (f(tnyzn) +f(tn+172n+1)) )
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7.2.3 Premiére étude de la méthode d’Euler

Exercices :
Exercice 7.6

Reprenons les schémas d’Euler explicite et implicite 7.2.1, 7.2.2 :

Zn+l = Zl’l+hf(tnyzn)) nzoy

Zny1 = zZpt+hf(tys1,2p41), 120,

Nous allons maintenant mettre en évidence deux types de difficulté de nature différente qui peuvent
apparaitre lorsque I'on emploie des méthodes de ce type. Pour cela, il va nous suffire d’appliquer
ces schémas au probléme modele suivant :

{ y' =-Ay(1), avec A >0,

y(0) = yp.
Ce probleme admet 'unique solution exacte : y(f) = yge **. Sommaire
a L. . . 3 Concepts
Le schéma d’Euler explicite construit une suite de valeurs z;, = (1-1h)" y, etle schéma d’Euler
implicite z, = yo/ (1 + Ah)".
Exemples
. , Exercices
- Comportement des solutions exactes et approchées lorsque ¢ — +oco e
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Nous constatons tout d’abord que lim;_. ;o y(#) = 0.

Si nous utilisons le schéma d’Euler pour des valeurs grandes de n, avec pour simplifier les
écritures un pas h constant, il faut que I'on ait aussi lim,_. . y» = 0. Or, cette condition ne sera
remplie que si |1 — Ah| < 1, soit pour A > 0, pour & < 2/A. Cette condition peut se révéler trées
contraignante.

Pour le schéma d’Euler implicite, la suite z, converge vers 0 quand »n tend vers l'infini, sans
aucune condition sur . Ainsi, nous pourrons utiliser cette méthode sans avoir a priori de condi-
tion restrictive impérative sur le pas. C’est la précision désirée qui déterminera le pas : plus le pas
sera petit, meilleure sera celle-ci.

- Etude de la convergence

Cette fois ci, nous nous placons en un point ¢ fixé. Nous choisissons le pas & de maniére qu’il
existe toujours un entier n tel que nh = t. Alors, nous désirons que y, soit une approximation
de y(1). Mieux que cela, nous voulons que, lorsque n — +oo, sous la contrainte nh = t, alors z,
converge vers y(t). Il est facile de voir que pour les méthodes d’Euler, cette propriété est satisfaite.
En effet on montre dans 'exercice 7.6 que

im (1-AW"yo= lim y/(+AR)" = ype *O.

h—0,nh=t Yo h—»O,nh:tyO Yo
Insistons bien sur le fait qu’il s’agit de deux points de vue distincts et complémentaires. Le pre-
mier n'a d’intérét que pour ¢ grand. En fait ¢ grand peut étre vite atteint. Ainsi, lorsque !'on fait
des prévisions météorologiques, ¢ = 10 jours est tres grand et ce sont justement les questions de
stabilité qui limitent en pratique la portée de ces prévisions.
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Si par contre 'on ne s'intéresse qu’a des ¢ ‘petits’, seule la question de la convergence impor- Sty il

tera. de la méthode
d’Euler
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7.2.4 Ordre et consistance des schémas a un pas

Exercices :
Exercice 7.7

Etant donnés f, ty, yo, T, soit y(f) la solution exacte de

{ V(@) =f(t,y), telty, to+T] (7.2.6)

y(to) = yo,

q q o 2 D q 208 _ T

On va supposer, pour simplifier I'exposé, que I'on discrétise avec un pas constant h = +;, on pose

tn = o + nh. Les schémas a un pas explicites ou prédicteur-correcteur peuvent se mettre sous la
forme générique

2 = Yo

7.2.7

{ Zn+1 zn+ho(ty,zp,h),0=sn<N-1, ( )

On peut se demander comment quantifier I'’erreur commise en approchant la solution exacte
y(¢) par la séquence discrete z,,. La définition suivante donne un début de réponse a cette ques-
tion.

Définition 7.2.1. On appelle erreur locale relative au schéma (7.2.7) la quantité
TI’H-l(h) = (J/(tn+1) - J/(tn)) - h¢(tn;Y(tn); h)) n= 07- --;N_ ]-)

ot y(t) est la solution exacte de l'équation différentielle (7.2.6).
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Tn+1(R) = y(tn41) — 2n+1 sil'on suppose que z;, = y(ty,).
Définition 7.2.2. Lorsque qu'il existe K > 0 tel que

Tn(h)’

<Kh”,
h

m
1=n=N
le schéma est dit d’ordre p.
La définition suivante est propre aux schémas de résolution des équations différentielles et se
déduit rapidement de I'ordre.

Définition 7.2.3. Le schéma est dit consistant quand

T,(h)
h

lim max
h—01<nsN

-o

Un schéma d’ordre strictement positif est donc consistant.

Pour le schéma d’Euler simple, on a
h2
Tp+1(h) = (Y(tn+1) — Y(E0)) — B f (tn, y(tn)) = 7)/"(5).
Supposons que y" est bornée sur [z, t;+1], soit |y’ ()| < M VYt € [ty, to + T], alors on a
M
T (h) < - h%

et d’apres la définition précédente, le schéma d’Euler simple est d’ordre 1. On peut vérifier que le
schéma d’Euler-Cauchy est d’ordre 2 voir I'exercice 7.7.
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7.2.5 Stabilité et convergence des schémas a un pas

Exemples :
Exemple 7.2

La consistance ou I'ordre d’'un schéma n’'est qu'une indication locale de !'’erreur. Un moyen
plus réaliste de mesurer I'erreur d’approximation de y(t;) par z; consiste a considérer I’erreur
maximum commise pour i = 1... N, et a regarder si cette erreur tend bien vers zéro quand h — 0.

Définition 7.2.4. Le schéma

Zn+1=2p+ho(ty, 2y, h), 0sn<=N-1, z9=yp, h=ﬁ

est dit convergent par rapport a l'équation différentielle
Y0 = ft,y(®), y(to) = yo, t € [to, to + T}
Si

lim max |y(¢;) —z;| = 0.
h—01<isN

La consistance d'un schéma n'implique pas qu'il soit convergent, nous allons voir qu’il s’agit
tout au plus d'une condition nécessaire. Une condition supplémentaire fait intervenir la notion

de stabilité :
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Définition 7.2.5. Le schéma

Stabilité et
convergence des
z =z, +hod(t,,z,,h),0=sn<N-1, zo= 1Yo,
n+1 = Zn + hp(tn, zn, h) 0=Jo schémas a un
est dit stable s’il existe une constante M telle que pour tout zy, pour tout ug, pour tout h < h* et pas
pour tout suite {€;}, les suites {z;} et {u;} définies par les relations
Zi+1 = Zl'+h(l)(ti)zi’h)’
Ujiv1 = ui+h¢(ti!ui) h)+gi)
vérifient la condition
i-1
Vi=1...N,|z; — u;| < M|lzo — uol + Y_ lekl|.
k=0
En gros cela signifie qu'un schéma stable n’amplifie ni les erreurs sur la condition initiale, ni
les erreurs introduites dans le schéma : il s’agit d'une notion de continuité. On peut noter que
la stabilité peut éventuellement dépendre de h. La définition ci-dessus montre qu’il peut exister
un pas limite #* au-dela duquel un schéma stable devient instable. On a aussi une condition
suffisante de stabilité :
Proposition 7.2.1. Pour qu'un schéma soit stable, il suffit qu'il existe une constante A telle que Sommaire
Concepts
Vtelty to+Tl,Vz,ueR,Vhe[0,h*], |p(t,z,h)—¢(t,u,h)| < Alz—ul.
.. . e . . . s Exemples
Cela signifie que la fonction ¢ doit vérifier la condition de Lipschitz sur son deuxieme argu- Exercices
ment. En général on montre que f vérifie une condition de Lipschitz pour obtenir cette propriété Documents
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pour ¢. Dans ce cas, le schéma d’Euler simple est évidemment stable, puisque I'on a ¢(¢, z, h) =

f(t,2).

Le théoreme suivant est simple et essentiel ; il est généralement connu sous le nom de consis-
tance plus stabilité impliquent convergence.

Théoréme 7.2.6. Soit ¢ une fonction continuede t € [ty, to + T1, z € R et h, définissant le schéma a

un pas

T
Zpt1 =2n+hop(ty, 2, ), 0=sn<N-1, zg=yp, h= N

Si ce schéma a un pas est consistant et s'il est stable, alors il est convergent par rapport a l'équation
différentielle
Y' (@)= f(t,y(8)), y(to) = yo, t € [to, to + T1.

Lexemple référencé traite du schéma d’Euler-Cauchy.
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7.2.6 Les schémas de Runge-Kutta

Documents :
Document 7.2
Document 7.3

Il s’agit de schémas qui permettent de retrouver les bonnes propriétés des schémas de Taylor
(ordre élevé), sans en présenter les inconvénients (calcul des dérivées successives de f).

1l existe classiquement deux manieres de les construire. Nous en présentons une ici. L'autre
est introduite dans le document référencé.

Il s’agit de schémas a un pas, donc se mettant sous la forme

20 = J/O,
Zp+l = Zn+h¢(tn;zn’h)y nZO)
ol ¢ prend la forme particuliére suivante :

Sommaire

q Concepts

(t,z,h) =) viki, (7.2.8)
i=1

Exemples

Exercices
Documents
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et les k; sont définis récursivement de la facon suivante :

ki = f@,2),
kZ = f(t+ha'1,Z+hﬁ11k1),

] ks = [f(t+haz,z+hfaiki+hfak), (7.2.9)
ko = f(t+hagrz+hZ] Borpky).

Lintroduction des ces g valeurs intermédiaires a pour but d’approcher un schéma de Taylor
d’ordre g. Pour cela il faut déterminer les inconnues qui sont

[yili=1..¢» [@ili=1..q-1, [Bijli=1..q-1,j=1...i-

Il est difficile d’élaborer une méthode permettant de déterminer ces inconnues pour une valeur
quelconque de g, c’est pourquoi nous allons nous contenter de raisonner sur un exemple, ici pour
g = 2, puis nous donnerons sans démonstration les valeurs obtenues pour g = 4, qui est la valeur
la plus couramment utilisée dans la pratique.

Un schéma de Taylor d’ordre 2 s’écrit

Zn+1 = 2n+hy(ty, zn, h),

_ h(of of
w(t,z,h) = f(t,z)+ >3y (t,z2)+ f(t,2) 6y(t,z) , (7.2.10)
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Pour g = 2 la fonction ¢(t, z, h) définie par (7.2.8)(7.2.9) s’écrit em e e il

Runge-Kutta

¢(t,z,h) Yiki +y2ko

Y1f(t,2)+y2f(t+ hay,z+ hp f(t,2),

oul'on a posé B; = fB11. On va essayer d’identifier les coefficients inconnus y1, y2, a1, f1 de fagcon
ace que ¢(t, z, h) et y(t, z, h) soient les plus proches possibles. Pour cela on développe

ft+hay,z+ hp1f(¢,2)

al’aide d'un développement de Taylor suivant les deux variables, ce qui donne a ’ordre 2 :

ft+u,z + v):f(t,z)+ug(t,z)+vg—f(t,z)
12 52 52 2 52
o°f f o°f
+ 2 6 2(6 1])+ul) (6) __(6) )’

ou (&,m) € [t, t+ u] x [z, z+ v]. Nous obtenons ainsi

ft+hay,z+hpf(t,2) = f(t,z)+ ha, f(t 2)+hpf(t,2) f(t z)+@’(h2),

Sommaire

ce qui nous permet d’écrire Concepts
ot z,h) =(y1+72) f(t,2) +v2| hay f(t 2)+hp1f(t,2) f(l‘ 2) |+ 0 ). Exemples

Exercices

Documents
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Sil'on néglige le reste on peut alors identifier cette expression avec ¥ (t, z, h) donné par (7.2.10) ;

on obtient alors les équations suivantes :

Yi+y2 = 1
Y2a1 = %,
Y2P1 = %

Les schémas de
Runge-Kutta

Comme il y a trois équations pour quatre inconnues, il y a une infinité de possibilités pour le choix

des coefficients; nous ne donnerons ici que les plus populaires :
- y1=0,v2=1La1=01 = %, qui donnent le schéma

1 1
Zpy1=2zpt+hf |ty + Ehyzn + Ehf(tn,zn) ,

appelé schéma du point milieu.
- Y1=Y2= %, a1 = f1 =1, qui donnent le schéma bien connu

h
Zpn+1=2p+ 2 (f(tnyzn) + f(tne1,2n + hf(tn,zn))),

puisqu’il s’agit du schéma d’Euler-Cauchy 7.2.5.
Ces schémas sont bien siir d’ordre 2 puisque 'on a

O(tn, zn, h) + O (h*) = Y (tn, zn, h),

ce qui permet de conserver |'ordre de I'erreur locale du schéma de Taylor utilisé.

<< 374

(7.2.11)

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents

| 4.4



< précédent section A

Le choix le plus courant est g = 4. Cela donne le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4, ou en
abrégé RK4, utilisé presque universellement ! dans les sciences de I'ingénieur :

Les schémas de
Runge-Kutta

klzf(tn’zn)»
h h
kng(tn + 50%n o Ekl),

A

h h
k3:f(tn + E»Zn+ Ekz),

ka=f(tn+1,2n + hks),

h
Zp+1 = 2pt+ E(kl +2ky +2ks+ ky).

Dans le deuxieme document référencé, vous pourrez lire comment on peut adapter le pas du
maillage pour augmenter l'efficacité de I'algorithme. On parle alors de maillage adaptatif.

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents

1. parfois méme a tort!
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7.3 Les schémas multi-pas

7.3.1 Les schémas d’Adams-Bashforth . . . . ... ... ............ 377
7.3.2 Quelques exemples de schémas d’Adams-Bashforth . . ... ... .. 380
7.3.3 Les schémas implicites d’Adams-Moulton . . . ... .......... 381
7.34 Quelques exemples de schémas d’Adams-Moulton . . . . ... .... 384
7.3.5 Références bibliographiques . . . .. ... ... ... ... ....... 385
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7.3.1 Les schémas d’Adams-Bashforth

Cours :
Adams-Bashforth - Exemples

La solution exacte y(¢) de I’équation différentielle, vérifie

In+1

Y(tp+1) = y(tn) + ft,y@®)de.

n
Certains schémas sont basés sur une approximation de

In+1

f,y)de, (7.3.1)

In

par des formules de quadrature a un et deux points. Ici on approche cette intégrale par la quantité

tn+l
/ p(n)drt, (7.3.2) Sommaire
& Concepts

ol p(t) est'unique polynéme de degré g vérifiant
Exemples

Exercices
Documents

pt)=f(t,yt), i=nn-1,...,n—q.
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Sil’'on écrit ce polynéme sur la base de Lagrange, on a

Les schémas
q d’Adams-
p) =Y L) f (U, Y(tn-k)), Bashforth
k=0
et donc
n+1 q
[ p(t)dt:hz bkf(tn—k;y(tn—k)),
In k=0
avec
1 In+1
by =— L) dt. (7.3.3)
hJg,
Soit donc le schéma suivant, appelé schéma d’Adams-Bashforth a g + 1 pas:
q
Zpe1=2p+h Y by ftn_k)Zn-k), N = q. (7.3.4)
k=0
Ce schéma a g +1 pas fait intervenir g+ 1 points ou la fonction f est évaluée (les (£;,—k, z,—), pour
k=0,...,q). On dit que c’est un schéma a g + 1 pas et g + 1 nceuds.
Ce schéma n’est valable qu’a partir de n = g, c’est pourquoi dans la pratique on a besoin
d’approcher les g premiéres valeurs zy, ..., z; par un schéma a un pas d’ordre suffisamment élevé Sommaire
(par exemple Runge-Kutta). Concepts
Remarquons que les coefficients by donnés par la formule (7.3.3) sont indépendants de k. En
effeton a Exemples
1 ftin 4 t—tn_j Exercices
by, —dt, Documents

hJs, j=0,j#k tn—k = In—j
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- =1y
etsil’'on pose s = T Les schémas
1 4 ]- +s d’Adams-
by = [1 Tx Bashforth
0 j=0j#k J =
expression qui montre bien que s n’intervient pas.
On peut regarder ce que donne cette approche pour g=1:
! 3 ! 1
bo = (s+1)ds=— et by =— sds=——,
0 2 0 2
et donc le schéma d’Adams-Bashforth a deux pas prend la forme suivante :
3 1
Zny1=2p+h zf(tn’zn)_if(tn—l, =1
De fagon générale, les schémas d’Adams-Bashforth
q
Zn+1=zZpt+h Z by f(tn—k, 2n-1), n=q.
k=0
avec les by donnés par (7.3.3) sont d’ordre gq. Les notions d’ordre, de consistance et de stabilité
des schémas multipas sont légerement différentes de celles concernant les schémas a un pas. Sommaire
Nous n’en parlerons pas dans le cadre de ce cours, elles sont trés bien traitées dans 1'ouvrage? p. Concepts
257-268.
Vous trouverez dans le paragraphe de cours référencé ces schémas pour quelques valeurs de Exemples
q. Exercices
Documents

2. BURDEN, R.L. ET FAIRES, J.D. : Numerical Analysis - Pws-Kent, Boston
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7.3.2 Quelques exemples de schémas d’Adams-Bashforth

Voici quelques schémas d’Adams-Bashforth correspondant a quelques valeurs de g.
— Adams-Bashforth a deux pas (et deux nceuds)

3 1
Zpny1=2p+h Ef(tnyzn) - Ef(tn—lyzn—l) , =1,

5
Erreurlocale 7,11 (h) = l—y(g) () h3, nE [th-1, th+1l.
— Adams-Bashforth a trois pas (et trois nceuds)

h
Zpy1 =Z2p+ E [23f(tn;zn) =16 f(ty-1,2n-1) +5f (tn-2, anz)] , n=2,

3
Erreur locale 7,,.(h) = gy(4) Mh*, neltn- tne1l.
— Adams-Bashforth a quatre pas (et quatre nceuds)

h
Zn+1 = 2n+— [55f (tn,2n)  —  59f(tn—1,2n-1) +37f (tn—2, Zn-2)

24 Sommaire
- 9f(tn-3,2n-3)], n=3, Concepts

51 ®) 5

Erreur locale 7,41 (h) = —y~> (M h°, n € [ty—3, tyt1].

720 Exemples
Exercices
Documents
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7.3.3 Les schémas implicites d’Adams-Moulton

Cours :
Adams-Moulton - Exemples

Nous allons procéder de la méme maniere que pour les schémas d’Adams-Bashforth.Cette
fois-ci cependant, nous allons approcher I'intégrale (7.3.1) par la quantité

In+1
f ptdt,
tn

ol p(t) est 'unique polynéme de degré g + 1 vérifiant
pt)=f(t,y), i=n+1,nn-1,...,n—gq,

c’est-a-dire que 'on inclut y(#,+1) dans les valeurs “connues”, ¢’est pourquoi nous obtenons ainsi
une famille de schémas multi-pas implicites appelés schémas d’Adams-Moulton a g + 1 pas :

Sommaire
q Concepts
Zn+1=2n+h Z br f(ty—k,2n-k), n=4g. (7.3.5)
k=-1
Ce schéma est un schéma a g + 1 pas et g +2 nceuds (les (¢, z2,—k), pour k=—1,...,q). Exemples
Exercices
Documents
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Les coefficients by, qui se calculent comme pour les schémas d’Adams-Bashforth, sont obte-

nus par la formule
1 q i+
bsz 1 LZds k=-1,0...4.
0 j= 1jzk ]~k

Pour g =1, on retrouve le schéma d’Euler-Centré (7.2.4) :
h
2l = 2nt [f(tns1,2n41) + f(tn, 20)], n=0,

1
Erreur locale 7,4 (h) = —Ey(g) M, neltn-1, therl.

Vous trouverez dans le paragraphe référencé ces schémas pour d’autres valeurs de q.

En pratique les schémas d’Adams-Moulton ne sont pas utilisés comme tels, car ils sont im-
plicites, et donc chercher a obtenir z,,.; al’aide d'une méthode de point fixe ou de Newton ferait
perdre 'avantage obtenu en réutilisant les valeurs précédentes de f. On utilise plutét conjoin-
tement un schéma d’Adams-Bashforth et un schéma d’Adams-Moulton de méme ordre pour
construire un schéma prédicteur-correcteur, en utilisant comme valeur de z;.; dans le schéma
d’Adams-Moulton la valeur prédite par le schéma Adams-Bashforth. Le préditeur-correcteur le
plus utilisé utilise ces deux schémas a I’'ordre 4 :

Prédicteur : Z,,1 =2, + 2 [55f (tn, 2n) —59f (tn-1, 2n-1)

+  37f(th-2,2n-2) = 9f (ty—3, Zn—?,)] )
Correcteur : z,.; =2, + 2 [9F (41, Zn+1) + 191 (24, 21)

- 5f(tn—lyzn—1) +f(tn—2;zn—2)] .

<< 382 >
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On peut montrer que I'ordre de I'erreur locale de chacun des deux schémas (ici 4) est conservé. Tl e AT

implicites
d’Adams-
Moulton

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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7.3.4 Quelques exemples de schémas d’Adams-Moulton

Voici quelques schémas d’Adams-Moulton correspondant a quelques valeurs de q.

— Adams-Moulton a deux pas (et trois noeuds)
h
Zpy1 =Z2pt+ E [5f(tn+1; Zn+1) +8f (tn, zn) _f(tn—lyzn—l)] , =1,

1
Erreur locale 7,,.1(h) = —ﬂyw mMh*, nelty-1, tharl.
— Adams-Moulton a trois pas (et quatre nceuds)

h
Zpyl = Zpt ﬂ [9f(tn+1vzn+1) +19f(tn, zn)

- 5f(tn-1,2n-1) + f(tn-2,2n-2)|, n=2,

19
Erreur locale 7,41 (h) = —%y@ MK, D€ [tn_a, tns1l.
— Adams-Moulton a quatre pas (et cinq nceuds)

h
Zp+l = Zpt %[ZSIf(tn+l»Zn+1) +646f(tn,zn) —264f(tn—1»zn—1)
+106 f (tn—2,2n—2) —19f (ty—3,2n-3)], n =3,
__ 3 6
Erreur locale 7,,.(h) = 160)/ (mh>, n€ltp-3, tnr1l.

384
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7.1 Applications du développementde Taylor . ... ... ......... 388
7.2 Applications du développementde Taylor . .. ............. 392
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Exemple 7.1 Applications du développement de Taylor

Considérons I'équation différentielle suivante :

{ Y () —y(1), te[0,1],
y©0) = 1

Iciona f(t,y) = —y, etdonc le schéma d’Euler simple donne les itérations suivantes sur z, :

zp = 1,
Zns1 = (A-h)z,, 0=sn<N-1.

La figure 7.3.2 permet de comparer la solution exacte y(f) = exp(—t) avec I'approximation obte-
nue avec le schéma aux points t,, avecici = 0.2.

Il est clair que I'approximation donnée par le schéma d’Euler simple n’est pas trés bonne et
que I'on pourrait certainement ’améliorer en prenant un /4 plus petit ou en considérant le schéma
correspondant a un développement de Taylor a 'ordre 2 :

h? K3
V(1) = y ) + hy'(6) + == y" (1) + Eysf.

Puisque 'on a Sommaire
d 0 0 Concepts
V' =—fty)= —f(t,y(t)) +f(t,y(t))—f(t,y(t)), P
dt ot oy
on peut donc écrire Exemples
B2 of of Exercices
V(tp+1) = y(tn) + hy’(tn) + 7 E(tn» y(tn) +f(tn;y(tn))$(t; y(tn) +@(h3) Documents
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Exemple 7.1
Applications du
1 développement
de Taylor
o zk
0.9 — exp(-t) i
0.8 o J
0.7 1
O
0.6 i
05f © 8
0.4 o i
0.3 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Sommaire
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 Concepts
FIGURE 7.3.2 — Approximations obtenues avec le schéma d’Euler Simple (% =0.2)
Exemples
Exercices
Documents
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et proposer le schéma suivant :

Exemple 7.1
Applications du
20=Yo, S]]
2 (0f of développement
Zp+1=2n + hf(tny Zp) + 7 (E(tn» Zn) + f(tny Zn)a(t, Zn)|, 0<sns<N-1. de Taylor
Sur I'exemple, ce schéma donne les itérations suivantes :
zo = 1,
h2
Zny1 = (A-h+3)zp, 0sns=N-1,
et les approximations z; représentées sur la figure 7.3.3. Il est clair que ce schéma est meilleur,
a pas égal, que le schéma d’Euler simple, mais ceci au prix du calcul de deux dérivées partielles
de f, ce qui n’est pas toujours possible, par exemple quand f est le résulat d'un code de calcul
trop complexe. C’est pourquoi les méthodes basées sur le développement de Taylor sont trés peu
utilisées dans la pratique.
retour au cours
Sommaire
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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Exemple 7.1
Applications du
1 développement
de Taylor
o zk
0.9t — exp(-t) S
0.8} g
0.7F ]
0.6} g
05F ]
0.4} g
03 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Sommaire
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 Concepts
FIGURE 7.3.3 — Approximations obtenues avec le schéma de Taylor d’ordre 2 (h = 0.2)
Exemples
Exercices
Documents
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Exemple 7.2 Applications du développement de Taylor

Considérons le schéma d’Euler-Cauchy :

Zns1 = zpthf(ty, zn),

h _
Gipri, = zn+§(f(tn,zn)+f(rn+1,zn+1)),nzo.

Pour ce schéma on a ] ]
&(t,z,h) = Ef(t,z) + 5f(t+ h,z+ hf(t, 2)),

etpourue Rona

(p(t) Z, h) _(,b(ty u, h)

1
E(f(t’ z)— f(t,w)

+ %(f(t+h,z+hf(t,z))
- fU+hu+hf(t,uw).

Si f vérifie une condition de Lipschitz, on a

L L
lp(t,2,h) — (L, u,h)| < 5|z—u|+5|z+hf(r,z)—u—hf(r,u)|,

< LIz—u|+§|hf(t,z)—hf(t,u)|,

2
< Llz—ul+—Iz—-ul,

2
2

<

(L+ THZ—Ul

392
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La fonction ¢ vérifie donc la condition de Lipschitz avec

Le schéma d’Euler-Cauchy est donc stable. On a démontré qu'il est consistant, il est donc convergent.

<<

hI?
A=L+——.
2

retour au cours
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Document 7.1 Condition de Lipschitz

Définition 7.3.1. Soit g une fonction définie sur D c R" a valeurs dans RP, on dit que g vérifie une
condition de Lipschitz (ou qu’elle est lipschitzienne) s'il existe une constante L > 0 telle que

Vx,yeD, llgx)-gIl=Lllx-yl.

Théoréme 7.3.2 (Cauchy-Lipschitz). On suppose que la fonction f est lipschitzienne en y, c’est-a-
dire qu'il existe une constante L > 0 telle que

Ve LVx,yeR, |f(t,x)— f(t, )| <Llx—yl,

alors le probleme

{y’(t) = f(t,y®), tel,
y(t()) yOy tOEI)

admet une solution unique.

Soit le probleme

{ Y (1) =+/y)

y(0)=0

dont la solution n’est pas unique. Alors on voit que f ne satisfait pas la condition de Lipschitz. En
effet, il vient

D A
fen-ft,2)=yy—Vz= N

etle dénominateur est nul en I'origine.
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Document 7.2 Définition des méthodes de Runge-Kutta

Une méthode a un pas n'utilise que le point (¢, y,,) pour calculer (,,+1, Yn+1)- Il va donc falloir
pour obtenir des méthodes d’ordre suffisamment élevé, introduire des points intermédiaires. Soit
donc le probleme de Cauchy ci-dessous

{ V' =fty), telt,to+TI, (7.3.6)

(%) = yo.

On cherche a le discrétiser par rapport a une subdivision #y < #; <:-- < t)y = fo+ T. Lidée est donc
de calculer le point (41, ¥n+1) a partir du point (¢, y,) en utilisant des points intermédiaires
(tn,i, ¥n,i) A chacun de ces points, on associe la ‘pente’

Pn,i= f(tn,i, Yn,i)-

qui est en fait une approximation de la pente y'(#, ;) de la tangente a la courbe représentative de
la fonction y au point ¢, ;.

Ces points intermédiaires vont étre les nceuds d'une formule d’intégration numérique (Q) (Q,
comme quadrature) :

1 q
f gmdr=) b;gc) Q)
0 i=1

qui servira a approcher I’expression exacte

In+1
Y(tne1) = y(tn) + f&y®)dt,

n
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soit, apres passage de I'intervalle de référence [0, 1] a U'intervalle [, £,;,+1] :
tn,i = tl’l + Ci hny Ci € [0» 1])

q
Yne1=Yn+hy Z bi f(tni» Yn,i)

i=1
Pour obtenir, un schéma numérique, il reste a construire les approximations y, ;. Pour ce faire,
on a a nouveau recours a l'intégration numérique, mais pour éviter d’'introduire indéfiniment
de nouveaux points intermédiaires, ces nouvelles formules de quadrature n’utiliseront que les
neeuds c; précédents.

On se donne alors pour chaque point (¢ ;, ¥»,;) , un méthode d’intégration numérique, que

I’on définit sur chaque intervalle de référence, ici [0, ¢;] :

Ci q
j(; gr)dr = Z aijg(cj), (Qi)
j=1

Soit alors y(f) une solution exacte de (7.3.6). On a

tn,i

Y(tni) = y)+ f,y@)

n

ci
y(tp) + hy fo ftn+uhy y(t,+uhy)du

ol l'on a fait le changement de variable ¢ = ¢, + © hj,. De méme,

1
V(tps1) = y(tn) + hnf fUn+uhy, y(ty+uhy)du.
0
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Lorsque I'on applique ces méthodes a g(u) = f (&, + uhy, y(t, + uhy)), il vient Document 7.2

{y(tn,i) = y(tn) + b £, @i Fltn,j Y (n ), i=1,0q Ditariion sles

N qa . . méthodes de
Y(tns1) =y, + hy, Zizl b; f(tn,l;yun,z))» Runge-Kutta
D’ou la méthode de Runge-Kutta correspondante :

In,i =ty +7;hp,

q

Yni =Ynthy Zaijpn,j»
j=1

4 Pni = f(tn,i»yn,i)

Ine1 =ltp+hp,

q
Yn+1 =Yn+hn ) bipni
i=1

On voit qu’il s’agit bien de méthodes a un pas avec

q
O(t,y,h) = Y b; f(t+cih,y;), avec
i=1

q
yi=y+h Zaijf(t+cjh,yj), l<i=gqg.

o Sommaire
les méthodes de Runge-Kutta correspondantes sont explicites : le calcul de y;; se fait a partir de Concepts
la valeur de y, sans avoir besoin de résoudre d’équation. Si la sommation sur j se faitde 1a i, la
méthode est dite semi-implicite. Si elle va au dela (jusqu’a g, au maximum), elle est dite implicite.

Alors, il faut résoudre, a chaque pas, une équation, en général non linéaire, pour calculer y,.; a Exemples
partir de . Documents
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Document 7.3 Adaptation automatique du pas

La convergence d'un schéma traduit le fait que I'erreur globale |y(t,) — w;,| tend vers zéro en
tous les points de la subdivision, lorsque le nombre de ces points tend vers I'infini. Comme le
montre le théoréme suivant, elle est directement reliée a I’erreur locale, et c’est cette relation qui

justifie la suite de ce paragraphe :

Théoréme 7.3.3. Soit le schéma a un pas

20 = Yo,
Z}’H'l Z}’l+h(7b(tnrzn)h)v nzo;

approchant la solution de l'équation différentielle

y'(0) = f(t,y), telh o+ T, y(to) = Yo

Si le schéma est convergent pour h < h*, et si Uerreur locale 7,1 (h) vérifie

h
Tn+—;l() <e(h), Vn, Vh<h"
alors on a la majoration
h
|y (ty) — znl < ﬂeuzn—ro)’ vn,

L

ot L est la constante de Lipschitz de la fonction ¢ relative au schéma (7.3.7).
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On peut donc contrdler I'erreur globale, pour peu que I'on puisse imposer a 'erreur locale de
ne pas dépasser un certain seuil de tolérance. Cela permettrait par exemple d’utiliser un mini-
mum de pas de temps, tout en respectant cette tolérance. Malheureusement, et ce n’est pas une
surprise, avoir le minimum de pas de temps tout en contrdlant 'erreur globale est un objectif
impossible a réaliser si le pas & reste constant.

Document 7.3
Adaptation
automatique du
pas

On peut estimer I'erreur locale en procédant de la facon suivante : supposons que nous dis-
posons d'un schéma a un pas d’ordre p

{ o = W (7.3.8)

Zp+l = Zn+h§b(tn»zn;h),n20-

Lerreur locale associée a ce schéma est donnée par la quantité
Tns1(B) = Y(tns1) = Y(tn) = hd(tn, y(1n), B) = O(RP*Y),

ol y désigne la solution de I'équation différentielle originale. On se donne un deuxieme schéma

{ Zo = Yo,

Znel = Zp+ hd;(tn,zn, h), n=0, (7.3.9)

d’ordre p + 1, dont I'erreur locale 7,1 (h) vérifie donc

Tni1(h) =O (P2,
Sommaire
Supposons que I'on dispose de z; pour un n = 0 donné, et appliquons les deux schémas pour Concepts

obtenir une approximation de y(t,+1) : on a

Zp+1 = Zp+hp(tn, zn, h), Exemples

Gl S zn+h(/~)(tn,zn,h). Exercices
Documents
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Sil'on fait 'hypothese que z, = y(¢,) (vraie pour n = 0!), on peut écrire que

Tne1(h) = y(En+1) —2n— hop(ty, zn, h),

Y1) —2n— (Zp+1 — 2n) = Y(Ent1) — Zn+1-

Si on ajoute et retranche Z,.; a cette derniere quantité, on obtient

Tp+1(h) Y(tns1) — Zps1 + Zpa1 — Zn+1s
V(tus1) —y(tn) _Qﬁ(tn;y(tn)y h)+Zpi1—zps,

Tpe1(M) + Zps1 — zp41.

Puisque 7,41 (h) = G (hP*?) et 1,41 (h) = ©(h”*1) on peut donc négliger 7,41 (h) devant 7,,,1(h), et
estimer 7,1 (h) par:
Tne1 () = Zps1 — Zp41.

On utilise cet estimateur de la facon suivante : on part d'un pas initial, typiquement h =
(T — tp)/100, et a chaque itération n, on calcule Z;,; — z,+1 et donc T,+1(h). On a ensuite les cas

suivants a envisager :

q |fn+l(h)| A 90n2 0 q
- Si 7 € [e/10, €], alors on accepte z;+1, on conserve le méme pas pour l'itération sui-

vante.
Tn+1(h
- Si Fnar (| € [0,&/10[ on accepte z,+1 et on augmente le pas pour l'itération suivante (par
exemple h — 2h).
Tn+1(h
- Si w > g, on refuse z,,11, on diminue le pas (par exemple h — h/2) et on recalcule

Zn+1, Zn+1 PUIS Tpi1 (h).
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En général, on impose une valeur maximale au pas (souvent il s’agit de sa valeur initiale), ainsi
qu’'une valeur minimale. Lorsque le pas miminum est atteint, cela signifie que soit la valeur mini-
mum est trop grande par rapport a la tolérance € exigée, soit la solution de I’équation différentielle
présente une sigularité a I'instant ¢, considéré.

Laméthode la plus utilisée est basée sur deux schémas de Runge-Kutta, respectivement d’ordre
4 et 5 (C’est la méthode utilisée dans la fonction ode45 de Matlab).

retour au cours
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Exercices du chapitre 7
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Exercice 7.1

Résoudre |'équation différentielle du second ordre a coefficients constants

. __§
0(n)= Le(t),

0(0)=06,,60(0) = 0.

retour au cours
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Exercice 7.2

Montrer que pour tout réel a = 0,

0, pour0<t=<a,
Ya(®) =4 (t—a)?

, our a <t,
1 p

est solution de

{ ¥y (1) =/y(1)

y(0)=0

Bien vérifier que c’est une fonction dérivable en tout point ¢ = 0. (On s’en assurera en étudiant
soigneusement le point de raccord ¢ = a.)

retour au cours
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Exercice 7.3

Montrer que la résolution de
é(t)=—% sin6(),
0(0)=6,0(0) =0,

ol 0y, g et L sont des réels donnés, se ramene a la résolution d’'un syteme d’équations différen-
tielles du premier ordre

retour au cours
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Exercice 7.4

Expliquer comment on obtiendrait le premier itéré de la méthode d’Euler implicite pour ré-
soudre
Bin=—sin0(o),

6(0)=09,0(0) =0,

ou 6y, g et L sont des réels donnés

retour au cours
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Exercice 7.5

Expliquer comment on obtiendrait le premier itéré de la méthode d’Euler-Cauchy pour ré-
soudre

é(t)z—%sin@(t),
0(0)=00,0(0) =0,

ol 6y, g et L sont des réels donnés.

retour au cours
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Exercice 7.6

Montrer que les schémas explicite et implicite d’Euler appliqués a

{ ¥y =-Ay(t), avec 1 >0,
y(0) = yo.

avec nh = t (pas constant) conduisent chacun a une suite (z,) telle que

lim z,=ype .
L

retour au cours

Solution
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Exercice 7.7

Calculer 'ordre du schéma d’Euler-Cauchy.

retour au cours
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8.1 Rappels et notations

On rappelle que, étant donnée une matrice A € .#,,(R), le probleme de calcul des valeurs
propres consiste a trouver un scalaire A tel qu'il existe un vecteur y, y # 0, tel que

Ay =Ay.

Notations Dans tout ce chapitre on notera 11, Ay, ..., A, les n valeurs propres distinctes ou non
de A et on supposera désormais que

A1l =122l = ... 2 |Anl,

A1 s'appelle la valeur propre dominante de A.
On supposera que la matrice A est diagonalisable, il existe donc une base de vecteurs propres

que 'on notera y, y@, ..y,

Le probleme de la détermination des valeurs propres de A est équivalent a trouver les racines
du polynéme caractéristique
Py(s) =dét (sI - A).

On pourrait penser que le calcul numérique des valeurs propres se raméne au calcul numérique
des racines d’'un polynéme. En réalité c’est 'inverse qui se fait. En effet, étant donné un polynéme

pO=t"+a,t" v a, 1 t" .+ art+a,

414 >

Sommaire
Concepts

Exercices



chapitre A suivant »

on peut démontrer (voir exercice de TD ) que ce polynome est le polyndme caractéristique de la

Rappels et
matrice suivante .
0 1 0 0 notations
0 0 1 0
A= : : . . :
0 0 0 1
-ay —-dy .. —dp-1 —dap
Les matrices A qui ont la forme précédente s’appellent des matrices "Compagnon".
Sommaire
Concepts
Exercices
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8.2 Méthode de la puissance itérée - énoncé et hypotheses

Exercices :
Exercice 8.1

La méthode de la puissance itérée est la suivante :

% donné dans R”,
k
(k+1) _ Ax™® (8.1)

>0,

X —W,k_

ou ||.|| désigne une norme quelconque.

Hypotheses et notations
— On suppose que
A1l > 1A2] = A3 = ... = |4,

On a donc que A, est une valeur propre réelle simple (Ile montrer en exercice).
— On suppose que x© n'appartient pas au sous-espace engendré par les vecteurs propres

{y@,y®, .y,
— Soit p un indice tel que yél) #0

416 >

Sommaire
Concepts

Exercices



< précédent chapitre A suivant »

Théoreme 8.4. Sous les hypotheses précédentes, la suite (x(k)) weN 8énérée par les relations (8.1) Méthode de la
posséde les propriétés suivantes : puissance itérée
klim “Ax(k) H =|A1l, - énoncé et
— 00
hypotheses
on a d ailleurs plus précisément o
. [Ax),
khm T = /11.
De plus la suite (x(k)) reN COnverge vers un vecteur propre associé a Ay de la fagon suivante :
lim [sgn An1Ex® = yy®, (8.2)
k—o0
oLy est une constante réelle.
Sommaire
Concepts
Exercices
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8.3 Méthode de la puissance itérée - convergence et remarques

On va maintenant démontrer le théoréme 8.4.

On démontre immédiatement que 'on a :

k(0
@ _ Akx©

S 8.3

X

En effet cette propriété est vraie pour k = 1 par construction méme de xV, sil’on suppose que la
propriété est vraie pour k, on a alors

| Ak O
(ke AXP “Akxw)” _ ARLO
i e
”Akx(O)”

En développant x© sur la base des vecteur propres on peut écrire

n .
0 =3 &y, & #0.

i=1

On obtient alors

n . n ) n s k.
AfO =3 ARy =Y Aty =41 (ély(” +Y & [A_i] y(”) = Mw®, (8.4)
i=1 i=1 i=2

418 >

Sommaire
Concepts

Exercices



< précédent chapitre A suivant »
out'on a posé
(k) (1) - Ai ¢
w =&yV+) ¢ [A—]
i=2 1
en utilisant (8.3) et (8.4) on obtient
w_ M w® — sgn (A w®
B e = 1
AFL [ w® [w®]’
or klim w® = fly(l), car|A;/A11<1,Vi>1,dou
—00
*) _ _ <
hm sgn AD*x =yyD, oty = ERTNE
&l [y @]
De méme d’apres (8.3) et (8.4)
Ak+1x(0) Ak+1 (k+1) (k+1)
Ax® = = A1sgn M) ———
[A50T ™ Taf i~ ]
1
d'ou ” (k 1)”
w +
Ax”“)“ —pag =1
| = ey
et donc hm HAx(k ” =11l
On a de plus en utilisant (8.5) et (8.6)
k (k+1)
(Ax®), 1
k) (k)
P Wp
<< 419
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Or klim wﬁ,k) = 51}’8) (non nul par hypothese ), donc

<<

Quelques remarques :
— Sil'on a par exemple A; = A, et |[A;| > [A3] = [A4] = ... = |A,], C’est a dire si la valeur propre
dominante est double la démonstration est encore valide, il suffit d’écrire

n
0 1 ]
*@ =&y 4 3 gy,
i=3

ot &1 ¥V est la composante de x'9 sur le sous espace propre associé a 1, (qui est ici de
dimension 2).

Ce serait encore valable si A, était de facon générale multiple. Par contre sion a 1; # 1, et
[A1] =|A2], alors la démonstration n’est pas valable, c’est ce qui se passe en particulier dans
le cas des valeurs propres complexes.

— Dans la formule (8.2) apparait le signe de A, ce qui veut dire que, si 1, est négatif, alors les
vecteurs x® oscillent entre les deux vecteurs +yy™ et —yy"). On verra en TD (exercice )
une variante de la méthode de la puissance itérée qui utilise la norme infinie judicieuse-
ment afin d’éviter ces oscillations.
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8.4 Méthode de la puissance itérée inverse - principe

Si A est valeur propre de A et que A est inversible, alors, de facon équivalente, 1~! est valeur
propre de A~! et les vecteurs propres associés sont les mémes. On a en effet
Ay=Ay=y=1A"y = Aly=21"1y.
Par ailleurs définissons, pour g scalaire donné, la matrice
B=A-qlI.

Cette matrice admet comme valeurs propres 1; — g ol A; sont les valeurs propres de A, la matrice
B! (si elle est définie, c’est-a-dire si g n’est pas valeur propre de A) admet pour valeurs propres

1
Ai—q

Hi

En effet si z est vecteur propre de B~! associé a (1; — ) ™!, il est vecteur propre de B, donc de A et
il est évidemment associé a la valeur propre A;. Vérification :

Blz=(4i-q)'2 = z=Wi-q) 'Bze=Bz=(;—q)z= (A-qDz=A;-q)z
— Az-qz=A;i—-qlz<= Az=1;z.
Soit A matrice diagonalisable dans R, soit g un réel et soit A ; une valeur propre de A qui vérifie
0<lg—Ajl<lg—Ail, Vi# ], (8.7)
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c’est a dire g n’est pas valeur propre de A et A; est la valeur propre la plus proche de q. Il résulte
de (8.7) que la matrice B!
Bl=A-qgn™!

admet
1

A i—4q
comme valeur propre dominante. Donc pour g donné on peut s’inspirer de I’algoritme de la puis-
sance itérée appliqué 3 B! ce qui permet d’obtenir v1, et on retrouve 1 j en posant

Vi

1
/1j=v—1+q.

La méthode s’appelle méthode de la puissance itérée inverse.

<< 422
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8.5 Méthode de la puissance itérée inverse

k+1)

Posons B = A— qI. On donne x© arbitraire (ou presque!) et on définit la suite x**V par
Buk+D = 0
(k+1)
u
PAGR P — Y} (8.8)
[lute+ 0]

On peut énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 8.5. Soit q € R donné tel que q # A;, Vi, et soit B = A— ql. Si le vecteur initial x©
nappartient pas au sous-espace engendré par {y™} alors la suite (x), _, générée par la

i=1..n,i#]
méthode (8.8) posséde les propriétés suivantes :
1
lim H u® H = —‘,
k—o0 A i—4q

ou A est la valeur propre de A la plus proche de q. On a d'ailleurs plus précisément si y,([,j) #0

. u;}k+1) 1
lim TR P

De plus la suite (x(k)) keN Converge vers yD le vecteur propre de A associé a A j de la fagon suivante :

(5
/lj—q

423 >

k
x® =y (8.9)

lim
k—o0

oLy est une constante réelle.
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On peut montrer que la méthode converge d’autant plus vite que |g — A;| est petit devant
|q_Ai|) Vl#]

<< 424
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< précédent chapitre A

8.6 Les méthodes de déflation

Les méthodes précédentes permettent de déterminer une valeur propre et le vecteur propre
associé, par exemple la méthode de la puissance itérée inverse permet de calculer la valeur propre
de plus petite valeur absolue si elle est unique. Donc sil’on a déterminé par une méthode quel-
conque une valeur propre A; ( v.p. dominante par exemple), on peut songer a construire une
matrice dans laquelle la valeur propre que I'on vient de déterminer n’est plus dominante et qui,
par contre, possede toujours (A;),j # 1 comme valeurs propres. La méthode de la puissance
(par exemple) permet alors de déterminer une nouvelle valeur propre dominante de la famille
(A;), j # 1 et ainsi de suite. Cette procédure constitue ce qu'on appelle une méthode de déflation.

— 1°T cas : A symétrique.

Supposons que I’on connaisse un vecteur propre y associé a la valeur propre 1 avec H y”2 =
1. Considérons alors la matrice
B=A-Ayy'.

Evidemment on a
By=Ay-Ayy'y=Ay-Ay=0.

Par ailleurs si z est un autre vecteur propre de A associé a une autre valeur propre y on a
— T
Bz=Az—-Ayy z=puz

car y' z =0 en vertu de 'orthogonalité des vecteurs propres.
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= Zéme cas: A quelconque (Méthode de Duncan et Collar) Les méthodes de
Soit A une matrice quelconque et supposons qu’'on a obtenu un couple propre (A, y) et déflation
supposons pour simplifier que la premiere composante de y est égale a 1. Notons A, la
premiére ligne de la matrice A, par définition du couple (1, y) on a
Ay=An=A (8.10)
Définissons alors la matrice B par
B=A-yA,.
Alors la premiére ligne de B est nulle, en effet
B, =4A,-n4,=0.
Par ailleurs, d’apres (8.10) :
By=Ay—-yA y=Ay—-Ay=0. (8.11)
Si 'on suppose que les autres vecteurs propres de A ont leur premiére composante non
nulle alors on peut les normaliser de facon a ce qu’elle soit égale a 1. Dans ces conditions si
(i, z) est un autre couple propre de A (u # 1) on a Az = uz, donc
A z= Sommaire
dyz=p Concepts
et
B(z—y)=Bz=Az-yAz=puz—uy=u(z-y)
la premiere égalité étant une conséquence de (8.11). Les autres valeurs propres de B sont Exercices

donc identiques a celles de A avec pour vecteurs propres associés z — y . Réciproquement
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si (4, u) est un couple propre de B, si on suppose que u # 0 et que A, u = . — A (ceci est e
toujours possible si A, u # 0) alors : déflation
A(u+y)=Bu+yAu+Ay=pu+u-A)y+Ay=pu(u+y)

On vient de démontrer que (u + y) est vecteur propre de A associé a la valeur propre .

Pour obtenir les couples propres de A autres que (A, y) , on se ramene donc a rechercher les

couples propres de B (valeur propre non nulle). Compte tenu de la structure particuliere de

B (sa premiere ligne étant nulle) on est ramené a un probleme de calcul de valeurs propres

dans R"*!.
Sommaire
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section A

Exercice 8.1

Montrer que si A € My, si A1, Ay, ..., A, les n valeurs propres de A vérifient |A1] > (12| = ... =
[A,l, alors A; est une valeur propre réelle et simple.
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Le gras indique un grain ou le concept est dé-
fini ; I'italique indique un renvoi a un exercice ou un
exemple, le gras italique a un document, et le ro-
main a un grain ot le concept est mentionné.
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Solution de I'exercice 1.1

Prendre la définition précise du document 1.1 et vérifier tous ses éléments en utilisant les propriétés connues des
nombres réels.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.2

Prendre la définition précise du document 1.1 et vérifier toutes ses éléments en utilisant les propriétés connues des
nombres réels.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.3

Cet ensemble n’a pas d’élément nul pour 'addition puisque le polyndme nul n’est pas de degré n.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.4

Il est facile de montrer que la somme de deux éléments de F est un élément de F et que le produit d'un nombre réel par
un élément de F est un élément de F. Ainsi, pour le deuxiéme exemple, on a :

MX+pry) + QAoX + o)) = A + A2) X+ (U1 + 42) ¥,

a(AX +uy) = aAX + auy.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.5

Pour F n G, il suffit de se rappeler la définition de FN G = {x € E,x € F et x € G} et d'utiliser le fait que F et G sont des
sous-espaces vectoriels.

Pour F U G, il faut exhiber un contre-exemple. Par exemple, si F = {A1(0,1), A€ R} et G={A(1,0), Ae R}, FUG={x¢€
E,x € F ou x € G} n’est pas un sous-espace vectoriel car la somme de deux vecteurs de F U G tels que (0,1) et (1,0) n'est
pas dans Fu G.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.6

Ces questions ne posent pas de difficulté. En ce qui concerne la troisieme question, H = R3 et F U G n'est que la réunion
des vecteurs de la droite et des vecteurs du plan. Pour I'unicité de la décomposition de la derniere question (comme
pour toute démonstration d'unicité), on part de deux décompositions et on démontre qu’elles sont égales.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.7

Pour donner une famille liée, on peut prendre deux vecteurs dont I'un est un scalaire fois le premier, mais il y a une
infinité d’exemples simples possibles...

Pour montrer que la famille {(1,0,0), (0,1, 0), (0,0, 1)} est libre et génératrice, il suffit d’appliquer les définitions, ce qui
correspond au cas particulier n = 3 de la derniére question.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.8

_ B a +B +V2y =0 a +B +V2y =0
a1, 1)+ﬁ(1,1,1)+7(\/§,\/§,3)—0©{_ o5 437 =0 @{ 126 4GBV =0

Il existe des coefficients non tous nuls, par exempley =1, = (—v2-3)/2,a = (-2 +3)/2, donc la famille est liée.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.9

On montre que la famille {x°, x, x?,..., x"*} est libre et génératrice, en utilisant en particulier la définition d’'un polynéme

et plus particulierement celle du polynéme nul.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.10

On considere deux décompositions et on utilise le fait que la famille B est libre.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.11

On choisit un vecteur dont les deux premiéres composantes sont différentes par exemple Z = (1,0, 0), puis on vérifie que
les trois vecteurs de la famille ainsi obtenue sont linéairement indépendants. Cela suffit alors puisque I'on connait la
dimension de R3, qui est égale a trois.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.12

1. Kerug ={xeR", a1x1+azsxs+...+ap,x, =0}, Imu; = R.

2. Keruy = P1, 'ensemble des polynémes constants, et Im vy = Py_;.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.13

Vérifier les propriétés de 1'application linéaire, puis montrer que Keru = G et Imu = F, ce qui donne le résultat de la
derniére question.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.14

Aidez-vous d’'une figure et tout est évident.

u(V+ V") =uW)+u(V"), uAV) = Au(V), Keru = {0}, Im u=R2.

Lapplication inverse d'une rotation d’angle 8 est un rotation d’angle —0, c’est donc une application linéaire bijective,
puisque vous venez de le démontrer pour la rotation d’angle 6.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.15

Soit {éy,..., €,} labase de E. Par définition d'une matrice associée a une application linéaire, la jeme colonne de la matrice
associée a ig est constituée des composantes de ig(€;) = €; dans la base {éy,..., é,}. Les éléments de cette jeme colonne
sont donc tous nuls sauf le jeme élément qui vaut 1. Cette matrice est donc bien la matrice identité.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.16

u(l)=0, u(x)=1et u(xz) = 2x. La matrice est donc

3

Il
o O O
oS O =
(=2 \C RN e]

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.17

Las=( g o )Ba=(g o )

0 0 0 0
-2 3
2. AB=| 0 0 | etleproduit BA est impossible car le nombre de colonnes de B est différent du nombre de
2 -1
lignes de A.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.18

Vous effectuez le produit et vous utilisez les formules trigonométriques bien connues :
cos(6; +602) = cos(6;7) cos(@2) — sin(6;) sin(62),

sin(0; + 0,) = sin(0;) cos(02) + cos(0;) sin(62).

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.19

u(X) =u) x;é) =) xju@)=3 x;Q aijf)=).Q aijx)fi=) yif
j i i i
et I'unicité de la décomposition d'un vecteur sur une base donne
Yi= Z ajjxj
J

soitY = AX.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.20

En appliquant la proposition 1.3.2, les composantes de u(X) dans la base canonique de IR? sont données par le produit

( 3 4 5 )( 11 ) ( 9 )
1 2 6 2 11
soit u(x) = (9,11).

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.21

On a montré aussi dans cet exercice que son inverse est la rotation d’angle —6. La matrice inverse est la matrice associée
al'application linéaire inverse, soit
cosf sinf

A= .
—sinf cosO

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.22

Pour montrer I'unicité, on suppose que la matrice possede deux inverses B et C, qui vérifient donc
AC=CA=1, AB=BA=1.
Calculons alors le produit BAC de deux maniéres différentes
BAC=B(AC)=BI=B, BAC=(BA)C=IC=C,

ce qui donne B = C.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.23

Pour que ces produits existent, il faut évidemment que X et Y aient le méme nombre n de composantes. Dans ce cas
XTY est une matrice a une ligne et une colonne, c’est donc un scalaire, plus précisément vous reconnaissez le produit
scalaire de deux vecteurs dont les composantes seraient données par les éléments de X et Y. Par contre XY est une
matrice a n lignes et n colonnes. Les deux matrices X7 Y et XY T étant de type différent, elles ne peuvent pas étre égales !

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.24

Par définition de la matrice de passage (voir le paragraphe Matrice de passage), on a

e-(1 5)

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.25

u(e’) = Lt(él aF 52) = u(é’l) aF u(éz) = El +352 aF 251 = 52 = 351 +2§2.
De méme
u(e’z) = 752.
Vous calculez é; et &, en fonction de €', et e’5, ce qui donne

é =1(»’1 +5’2) , €2 =1(25’1 —5’2)-
3 3

11 suffit alors de remplacer dans le calcul de u(g’ 1) et u(E’ 2) de la question précédente.

Les composantes de u(e' 1) et u(e' ) sur e 1 et e 2 obtenues dans la question précédente vous donnent les colonnes
de A'.

Inversez la matrice P calculée dans I'exercice 1.24, vous pouvez alors calculer P~! AP, ce qui doit vous redonner la
matrice A'.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.26

— lerang de la matrice de la rotation dans le plan est 2 puisque cette matrice est inversible et de dimension 2.

— Le rang de A est 2, puisque les deux premieres colonnes sont linéairement indépendantes et que la troisieme
colonne est identique a la deuxieme.

— Lerang de A est 2 puisque les deux premieres colonnes sont linéairement indépendantes et que les colonnes 3 et
4 sont des combinaisons linéaires des deux premieres colonnes (lesquelles ?).

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.27

Ce sont ds calculs évidents que vous pouvez vérifier avec scilab lorsque les matrices sont numériques. Pour le dernier
déterminant, vous pouvez "sortir" A (pourquoi?).

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.28

Les résultats sont: 1, A, 1.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.29

On itere la définition du déterminant sur des matrices dont la dimension diminue jusqu’a ce que 'on arrive sur un
scalaire. Il est a noter qu'une matrice diagonale est un cas particulier des matrices triangulaires.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.30

1 1
On peut prendre par exemple A=1et B = ( 0 1 )

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.31

La réponse est —6. et s'obtient en développant par rapport une ligne qui a plusieurs 0.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.32

Le déterminant d’'une matrice étant égal au déterminant de sa transposée, on peut appliquer les résultats de |'exercice
1.29.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.33

Si deux matrices A et B sont semblables, alors il existe une matrice inversible P telle que
B=P AP

Il suffit alors de calculer les déterminants des deux membres et d'utiliser les regles sur le produit et sur I'inverse des
déterminants.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.34

La réponse est toujours —6! et s’obtient en développant par rapport une ligne (ou une colonne) qui a plusieurs 0.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.35

Le rang de la matrice est au moins égal a 2 car

1 3
2 o ‘ # 0. Pour montrer que le rang de A est égal a 3, il faut trouver un

déterminant a 3 lignes et 3 colonnes non nul. Or les 4 déterminants de ce type sont nuls (les calculer). Le rang est donc
définitivement 2.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.36

Le déterminant de A est égal a —13. Alors I'inverse de A est donné par

al=_Lgr
13
ou
-7 11 -5
B=| 4 -10 1
-1 -4 3

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.37

X1 +X2 +X3 =0 X1 +X2 +X3 =0
X1 +2X2 —X3 =0 X2 —2x3 =0
eKerA < =
* er ) X1 +3x3 =0 —X2 +2x3 =0
2X1 +Xxo +4x3 =0 —Xo +2x3 =0
X1 +XxXp +Xx3 0
X 2x3 =0 X1 =-3x3 -3
T ==
=3 = SxX=Xx 2
i 0 =0 { Xy =2X3 3 .
0 =0
-3
La dimension du noyau de A est donc égal a 1 (une base de ce noyau est 2 ). Or
1

3 =rang A +dim (ker A),

ce qui donne rang A = 2.

Nous venons de démontrer par I'exemple précédent, que la solution d'un systeme Ax = 0, dont la matrice A € .4y
est telle que n > p, peut avoir une solution non unique. Il est clair que ce systeme qui a plus d’équations que d’'inconnues
n’a pas toujours une solution (il est facile de construire des contre-exemples a 3 équations et 2 inconnues).

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.38

On transforme ce systeme en un systeme équivalent

X1 +Xp +Xx3 =1

—X2 +2x3 =2
—X2 +2x3 =0

qui n’a évidemment aucune solution.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.39

s—=5 -2
=2 §=2

Ta(s)=dét(sI—A)=(s—5)(s—2)—4=5>-7s+6=(s—1)(s—6).

On obtient donc 2 valeurs propres réelles A =1 et A = 6, on détermine les vecteurs propres associés :

sI—A=( )donc

- A=1,
1
(A—AI)YzO@{ giiizyi_oo ®y2=—2y1©{ Y‘“( —2)
aeR
- A=6,
—y1+2y2=0 Y:a(z)
(A—/II)Y:0©{ 2914y, =0 S Y1=2) 1
aeR

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.40

— Siune matrice est triangulaire, son déterminant est le produit de ses éléments diagonaux, donc
dét (sI—A) =(s—a)(s— az)...(s— anyn).

— Anon inversible < dét A =0 < 0 est valeur propre de A.
- Si B € M, alors dét B = dét BT et donc det(sI — A) = dét (s — A)T = dét (sI — AT). 1l est facile d’exhiber un
contre-exemple pour les vecteurs propres.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 1.41

Si deux matrices A et B sont semblables, il existe une matrice P telle que B = PL1AP, ce qui donne

dét B = dét P~ AP = dét P—1dét Adét P = (dét P)~'dét Adét P = dét A.

Sil’on se place dans .#> >, la matrice identité et la matrice triangulaire A = ( 0 1

sont pas semblables. Pour le vérifier, montrer qu’il est impossible de trouver une matrice inversible P telle que PI = AP.

) ont le méme déterminant mais ne

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.42

A=PDP ' & AP=PD & AP; = PD; = d;; P;.

Ce que 'on vient d’écrire découle uniquement des propriétés du produit matriciel, pour lequel on a bien str utilisé le
fait que D est diagonale.
On obtient donc que P; (ieme colonne de P) est vecteur propre de A associé a la valeur propre d;;.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.43

(BTB) = BT B, ce qui prouve que B est symétrique.
x"BTBx = (Bx)T Bx = ||Bx|| = 0, ce qui montre que B” B est semi-définie positive.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 1.44

D’apres I'exercice précédent, BT B est symétrique et semi-définie positive.
TpTp., _ _ -
Xx"B"Bx=0 = ||Bx||=0 = Bx=0,

et puisque B est de rang 7, son noyau est réduit au vecteur nul et donc x = 0. La matrice B” B est donc définie positive.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 2.1

1. On démontre ce résultat par récurrence, c’est trivialement vérifié pour i = 1. Supposons que x; = ix; pour i < k,
on écrit alors la kieme équation, on obtient :

—(k—1)x1 +2kx1 — X341 =0 © Xpp1 = (K+ 1) x3.

Ce qui démontre le résultat.

2. En écrivant la derniére équation, on obtient
—(n—-1Dx;+2nx1=0x1,=0

En utilisant la question précédente on a donc x = 0.

3. On a vu dans le chapitre 1 qu'une condition nécessaire et suffisante pour que A soit inversible est que son noyau
soit réduit a 0, c’est ce que I'on vient de montrer.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 2.2

pour i = 1 jusqu’a n faire
si|a;i| < € alors
Arréter I'algorithme et donner un message d’erreur
fin si

pour i =2 jusqu’a n faire
i-1

bi — ¥\, GikXk
aii

Xi —

fin pour

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 2.3

Le systéeme linéaire s’écrit

apnxXit+apxyt...+ap-1Xn-1+a1pXyp = b1

Xy + ...+ A2 p-1Xp-1+ d2pnXp = bg
an-1,n-1Xn-1+ap-1,nXn = by—1

AnnXn = by

On commence donc par calculer 'inconnue x,, puis I'inconnue x,-1 = (by,—1 — @n—1,nXn)/ @n—1,,—1 €t on remonte ainsi
jusqu’a x;. Ainsi, lorsque I'on arrive a la ieme équation, on a déja calculé x; pour k=i +1,..., n. Or cette équation s’écrit

AiiXi+ Qi i1 Xit1+...+ Qi p-1Xp-1+ AinXp = b;

ce qui permet de tirer x; par la formule donnée dans I'’énoncé. L'algorithme ne differe de celui de I'exercice précédent
que par les indices. A vous de I'écrire ...

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 2.4

On élimine le premier élément de la ieme ligne L; en effectuant une combinaison L; — @ L;, ce qui donne

ail—ad; = 0

soit
_an
- an
On a alors
[P=Li-alL
soit

(2)
ij
La méme combinaison est effectuée sur les composantes du second membre, soit

a; =ajj—aaj, pour j=1,...,n,i=2,.,n.

b? =b;—aby, i=2,.,n.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 2.5

On élimine le deuxiéme élément de la iéme ligne LE.Z) en effectuant une combinaison ng) —
a® (2 _
Ay —Aay =0
soit
a®
_ 12
“= @
22
On a alors
LY =1?-aLf
1
soit
ag) a(i) (2), pour j=2,. i=3,...,n.

La méme combinaison est effectuée sur les composantes du second membre, soit

bP =b? —ab?, i=3,...,n.

Retour a I'exercice a

aL(zz), ce qui donne



Solution de I'exercice 2.6

On élimine le kieme élément de la keme ligne Lgck) en effectuant une combinaison Lgk) — aLECk), ce qui donne

(k) _ (k) _
a aa, =0

ik
soit
alb
a= ik
a(k) ’
kk
On a alors
(k+1) _ 7(k) _ (k)
L; =L; aL,
soit
a**th = g0 _qq® pour j=k,...,n, i=k+1,...,n.
ij ij kj

La méme combinaison est effectuée sur les composantes du second membre, soit

plk+D) :bgk)_abU@ i=k+1,...,n.

i k’
Pour j = k le coefficient a a été déterminé pour que agz“) = 0, donc dans la pratique on affecte directement 0 a ce

coefficient sans effectuer le calcul. Les calculs sont donc faits pour i et j variant de k+1 a n.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 2.7

Lalgorithme procede de la maniére suivante :

1 2 1 X1 4 1 2 1 X1 4
2 2 1 X2 |=| 5 =3 0 -2 -1 X2 |=| -3
1 1 1 X3 3 0 -1 0 X3 -1
1 2 1 X1 4
2= 0o -2 -1 X2 |=| -3
0 0 1/2 X3 1/2

La résolution de ce systeme triangulaire donne :

X3=1,XZ=1,)C1=1.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 2.8

La démarche est de compter le nombre d’opérations a partir de la boucle la plus intérieure. Nous allons évaluer le
nombre de multiplications/divisions, vous laissant le soin dévaluer le nombre d’additions algébriques. On a ainsi :

pour j=k+1 — n,a;j— ajj— cagj:on effectue n — k multiplications,

calcul de b; ET c: on effectue 1 multiplication et 1 division

— On effectue les opérations précédentes pour i = k+1 — n:on effctue donc (n—k) (n—k+2) multiplications/divisions
On effectue ce qui précede pour k=1 — n—1: on effectue donc ZZ;% (n—k)(n— k +2) multiplications/divisions

soit
n—1 n—1 n—1 n-1 _1 2 _1 _1 1
(n-k)(n-k+2)= p(p+2)=ZP2+22p:(n )n(2n )+2(n n 1
=1 p=1 p=1 6 2 3

- 3
k=1 p

n-.

Dans le résultat, on n’a gardé que les termes de plus haut degré.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 2.9

L'élément du produit des matrices L et U est donné par :

n
ajj = Z likukj.
k=1

Or l;jx =0 pour i < k et ug; = 0 pour j < k. Le produit des éléments sera donc nul lorsque k sera supérieur au plus petit
des deux entiers i et j, d’ou le résultat.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 2.10

On suppose qu’il y a deux décompositons possibles :
A=LU=L1U.
Puisque A est inversible, L, U, L, U sont inversibles. On a alors
D'L=0Uu"".

Le produit de deux matrices triangulaires inférieures (resp. supérieures) est une matrice triangulaire inférieure (resp.
supérieure). Il en résulte que 1'égalité précédente donne un matrice diagonale (car triangulaire inférieure et supérieure).
D’autre part, la diagonale de U ™! ne comportant que des 1, la matrice produit est nécessairement la matrice identité.
Ainsi

D 'L=0U"'=1,

soit
L=L,U=0.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 2.11

La résolution de Ly = b donne

puis celle de Ux = y donne

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 2.12

X

X X X% 0 0 1
— On identifie la premiere colonne de A et la premiere colonne de LU, cela permet d’obtenir la premiere colonne de

L:
2 0 0 1 X 2 1 -2
LU=| 4 x 0 0 x |=| 4 5 -3 |.
-2 x x 0 0 1 -2 5 3

— On identifie la premiere ligne de A avec la premiere ligne de LU, cela permet d’obtenir la premiere ligne de U :

2 0 0 1 1/2 -1 2 1 -2
LU= 4 x 0 0 1 X = 4 5 -3 |.
-2 x x 0 O 1 -2 5 3

— On identifie la deuxieme colonne de A avec la deuxiéme colonne de LU, cela permet d’obtenir la deuxieme co-

lonnede L:
2 0 0 1 1/2 -1 2 1 =2
LU= 4 3 0 0 1 x |=| 4 5 -3 |.
-2 6 x 0 O 1 -2 5 3

— On identifie la deuxieme ligne de A avec la deuxiéme ligne de LU, cela permet d’obtenir la deuxieme ligne de U :

2 0 0 1 1/2 -1 2 1 -2
LU= 4 3 0 0 1 1/3 |[=] 4 5 -3 |[.
-2 6 x 0 0 1 -2 5 3

x 0 0 1 X
OnchercheL=| x x 0 |, U=| 0 1 x |[tellesqueA=LU.

X

—



— On identifie la troisieme colonne de A avec la troisieme colonne de LU, cela permet d’obtenir la troisiéme colonne
de L:

2 0 0 1 1/2 -1 2 1 -2
LU= 4 3 0 0 1 1/3 |=|] 4 5 -3
-2 6 -1 0 O 1 -2 5 3

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 2.13

Le raisonnement s’obtient en échangeant des lignes et les colonnes dans le raisonnement de I'algorithme de Doolittle et
les matrices L et U. Ainsi, cela commence par :
En écrivant A = LU et en se souvenant que les matrices L et U sont triangulaires, on obtient

j-1
aij= Y ligugj+1ij pouri=j,j+1,.,n.
k=1

Ce qui est équivalent a
j-1
lij=aij— Y ligugj pouri=j,j+1,..,n.
k=1

Nous voyons que pour calculer les éléments /;; de la jeme colonne de L, il nous faut connaitre préalablement les

éléments des colonnes 1 a j — 1 de L ainsi que les éléments des lignes 1a j—1de U.
etc.... A vous de continuer.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 2.14

On découpe les matrices A, Let U :
[Alg ... \_( Lk O Ul ...
En effectuant le produit par blocs, on obtient alors

[Alg = [L1x[Ulg.

Les deux matrices triangulaires [L] et [U]; sont inversibles car les éléments des diagonales des matrices L et U sont non
nuls, donc la matrice [A] est inversible.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 2.15

On rappelle que I'élément p; ; correspond a la iéme composante de g(€;). On a donc

pij = (€o(p); =Bio(p-
Pour montrer que P~! = PT, il suffit de calculer le produit PP :
T n n
(PPY);; =) pikPjk= 2 81000
k=1 k=1

Le produit 8; 5(x)0 j o(x) €st nul sauf si
i=j=o(k)

et dans ce cas le produit vaut 1, ce qui montre le résultat.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 2.16

1. Le produit de matrices donne
n

ajj = kz LD)ikljk,
=1

soit, puisque la matrice D est diagonale
n
ajj= Z likdkljk-
k=1

Or, puisque la matrice L est triangulaire inférieure, le produit /;x/;; est nul pour k > inf(i, j), soit k > j, ce qui
donne le résultat.

2. En détaillant la somme de la premiere question, on obtient (I jij=1:

j-1 j-1
2 2 2
ajj :kg_ldkljk-i_dfljj =kE_ldkljk+d',

soit
j-1 )
dj =djj— Z dkljk'
k=1
Etpouri > j
j-1 i1
aijj = Z dklikljk+djlijljj = Z dklikljk+djlij,
k=1 k=1
soit

— ~ Y00 dilikljk
L] — d] o

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 2.17

Un raisonnement simple est basé sur le calcul de déterminant. En effet, puisque la matrice B est triangulaire, son déter-
minant est le produit des éléments de sa diagonale.
n
dét A=dét (BB") =dét Bdét (BT) = [](:)*.
i=1

La matrice A est inversible puisque elle est définie positive (voir les rappels du chapitre 1). Le déterminant de A est donc
non nul, d’ot1 'on déduit que les éléments b;; sont non nuls.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 3.1

1. Soit y = a + Bt, 'équation de la droite considérée. Le probléeme de régression linéaire s’écrit
min E(a, )
(a,B)eR?
- 2
E(a,f) =) (a+pt;—b;)".
i=1
La solution (a*, 8*) donne les coefficients de la droite solution du probleme de régression linéaire et elle vérifie

E(a*,*)= min E(a,p).
(a,B)eR?

2. Calculons les deux dérivées partielles
% (a,p)=X" 2(a+pt;— b;)
9B, B)=Y™ 2(a+Bt;—b)t;
ap i=1 i~ Pt

La solution (a*, 8*) du probleme de régression linéaire est donc donnée par la solution des deux équations li-
néaires obtenues en regroupant les termes

a*m+ B* z?il t; =Z§Zl b;

a* Zlﬂil L; +ﬁ* Z:’il tlz = Z:’il bi L

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 3.2

Soit

pt)=ai+ast+...+a,t"!

)

un polynoéme de degré n — 1. Pour que ce polynéme approche les données (¢;, b;);=1,.,n le plus pres possible, il doit
minimiser la quantité suivante

m
E(a1,az,...,an) = Y (p(t;) — bi)* = | Ax— blI5.
i=1

En effet on peut écrire

p(t) - by ar+aati+...+ant = b a b

)—b ar+astr+...+atl—b a b
pl2)=b2 | _ 1tazxt %) 2 =4 N 2 |=Ax-b,
p(tm) —bm a1+ ot + ...+ Anth — by &n bm

ol les matrices A et x sont définies par :

1 .. ! ay

1t ... ! a2
A= & 2 , X =

1ty ... 1 a,

Dans les données, les points #; sont tous distincts, ce qui implique que la matrice V, constituée des n premieres lignes
de A est inversible, d’ou1 la matrice A est de rang n.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 3.3

La matrice A du probleme de régression linéaire s’écrit (voir la correction de I'exercice 3.2) :

1 h
A= 1 to
T
Les équations normales sont
ATAz=ATD

ce qui donne en effectuant les produits matriciels

m Yt ( X b
m m 2 |X= m .
YLt LG 2% tibi

On retrouve bien ainsi le systeme de deux équations a deux inconnues de I'exercice 3.1.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 4.1

La définition du déterminant a partir des permutations donne

dét A=) as1)140@2--- Aomn
o

ou la somme porte sur toutes les permutations de 'ensemble {1,2,...,n}. Or si la matrice est inversible, son détermi-
nant est non nul et il existe donc au moins un élément de cette somme qui est non nul, cet élément correspond a une
permutation ¢. On a donc

as)1a62)2---Asmn 7 0,

A

As(1)
donc Vi = 1,...,n ag(; # 0. Si on permute les lignes de A et que I'on note A la matrice définie par A = Ase) |, les
‘A

226 (n)
termes diagonaux de A qui sont ags )1, @52)2; - - - » 6(n)n SONt tous non nuls.

11 suffit alors de permuter les lignes de la matrice A suivant la permutation 6 pour obtenir le résultat attendu.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 4.2

1 0 0
D=0 7 0
0 0 9
0O 0 0
E=| 6 0 0
-3 -4 0
0 -3 0
F=10 0 1
0 0 O

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 4.3

La matrice D—E est triangulaire inférieure. Le nombre de multiplications/divisions est de I'ordre de n? pour la résolution
d’un systéme triangulaire, ce qui est beaucoup moins important que les 7% de la méthode LU. Par contre, la diagonale
de A ne doit pas comporter d’éléments nuls.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 4.4

On a donc x**1 = M~ Nx® + M~1p, donc en reprenant les notations du paragraphe Convergence des méthodes ité-
ratives, ona C = M~'N et d = M~'b. On utilise la proposition 4.1.1. Si ||[M~!N|| < 1, alors la suite x¥) converge vers la
solution unique de

I-M'N)x=dox-M'Nx=M"'bo (M-N)x=be Ax=Db.

On remarque au passage que si M inversible, si |[|M ~INJ| < 1, alors la matrice A= M — N est inversible, en effet il sufffit
de reprendre la proposition 4.1.1, A= M(I — M~ N) est un produit de matrices inversibles.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 4.5

La méthode de la dichotomie est basée sur le fait que la solution x* de f(x) = 0 recherchée appartient a une suite de

segments emboités [ay, bi] pour k € IN. Or la longueur de ces segments est donnée par

b—a
2k

I =

Ceci implique que
x* - ay = lk.

Pour que a;, soit une approximation de x* avec un précision inférieure a ¢, il suffit que
l,<e¢

soit
b-a b-a
o <¢ = n=<log,

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 4.6

Vous pouvez vous aider de SCILAB pour tracer graphiquement la courbe g(x), la bissectrice et les points (u, g(u)).
— Voir sur la figure 8.0.1 un exemple de ce qui vous pourriez obtenir pour g;

y
y=0,(X) y=X

FIGURE 8.0.1 — Point fixe 1



Il est facile de calculer dans le cas de g; la suite des itérés. En effet

ug donné, u; = uio' Upp = Ug Upps1 = U1, n=1,2,...
La suite prend successivement les valeurs 1 et u; et ne converge donc pas (sauf si par hasard uy = va!).

— Voir sur la figure 8.0.2 un exemple de ce qui vous pourriez obtenir pour g»
Le tracé que vous avez effectué pour g» vous montre que la suite uy diverge.

— Voir sur la figure 8.0.3 un exemple de ce qui vous pourriez obtenir pour g3
Le tracé que vous avez effectué pour gz vous montre que la suite 1 se rapproche de la solution. Apres avoir étudié
les théorémes sur la convergence d’'une telle suite, vous pourrez démontrer qu’elle converge.

Retour a I'exercice A



y=0,(X)
y=2X

FIGURE 8.0.2 — Point fixe 2



=, -
Uy U, Us u, U,

FIGURE 8.0.3 — Point fixe 3



Solution de I'exercice 4.7
Le raisonnement se fait par 'absurde en supposant qu’il existe deux points fixes distincts x* et X distincts dans [a, b].
Alors, le théoréme des accroissements finis donne
gx) - g® = (x"-2g'EQ),
ol € est compris entre x* et X et donc appartient a [a, b]. Alors
|x* =% =1g(x") - g®)| = |x" - X|Ig' )| < klx™ - X| < |x" - X

ce qui est absurde!

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 4.8

Pour appliquer la proposition il suffit de démontrer que 'application g va de [-1, 1] dans lui-méme et que sa dérivée est
bornée par une constante strictement inférieure a 1 sur cet intervalle. Faites un tableau de variation de la fonction g sur
[—1,1] et vous démontrerez la premiére partie sans probléme. Quant a la dérivée g'(x) = %x ...

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 4.9

1. Linégalité de démontre facilement en utilisant I'inégalité de 'hypothese pouri = n,n—1,...,0.
2. On écrit
Xp=Xn=Xp—Xp-1+Xp_1—...—Xpt1+Xps1— Xp
on prend les valeurs absolues, on utilise I'inégalité triangulaire, puis la majoration précédente.
3. Ona

1— kP77
ldf’—1+...+k”+1+k”:k”‘(k’?‘l—"+...+k+1):k”W
ce qui donne
pnl =K
— < - —
Xp = Xn| < k7 ———x1 — Xol.

On passe alors ala limite quand p tend vers +oo sur les deux membres de I'inégalité (le passage a lalimite conserve
I'inégalité). Alors, puisque k < 1

lim kP~"=0
p—+00

et, par hypothese, lim,_. ., X, = x*, ce qui donne le résultat.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 4.10

On utilise les résultats des exercices 4.8 et 4.9, ce qui donne
1 2
* n
X =Xyl = k" ——|x1 — x|, avec k = —.
" ~ ] < k"l = %ol .

On obtient donc

1 1 2\" 2\"
x1=—, kK"——|x1—x0ol=|=]| , |x*—x S(—) .
1 3 1—k| 1 — Xol (3) | nl 3

1l suffit donc d’avoir o\ )
(5) <eo nln(g) <lne< n=>18.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 4.11

L'équation de la droite tangente est évidemment
¥ = f'(n) (x = xn) + f (xXn).
L'abscisse x,+1 de I'intersection de la droite tangente avec I'axe Ox est donné par
0= f'(xXn) (Xn+1 = Xn) + f (xn),

ce qui permet de retrouver la formule de Newton :
f(xn)

Xn+1 =Xn— .
f (xn)

Le calcul de x; et x, donne
17

2 3 3 1
X=2--=-,X=-—==—.
42 2 3 12

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 4.12

Puisque f(0) f (%) < 0la fonction f admet au moins une racine sur [0, Z]. En calculant on obtient
X0=0, x1 =1, xp =0.7504, x3 =0.7391

puis
/2
Xp = 7 x1 =0.7395, x =0.7391, x3 =0.7391

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 4.13

L'équation de la droite (pour ceux qui auraient un trou de mémoire) est donnée par

y=FGn) _ fxn) = f(xn-1) o y= [ +(x_xn)f(xn)—f(xn-1).

X—Xn Xn —Xn-1 Xn—Xn-1

Xn+1 est1’abscisse de I'intersection de cette droite avec ’axe Ox, on a donc

Xpn —Xp-1

fxn) = f(xp-1)

y=0©xn+1=xn_f(xn)

On retrouve la formule de la sécante.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 4.14

FIGURE 8.0.4 — Méthode de la sécante modifiée

Comme on le voit sur la figure 8.0.4, la suite construite par la méthode de la sécante modifiée est obtenue successivement
avec les couples xy, x; puis x2, Xp puis x3, Xo, chacun des couples encadre la racine.

Par la méthode de la sécante simple, a partir de xp, x; on aurait construit x,, (le méme! ) puis a partir de x;, x, on
aurait construit un xj qui n’est pas x3.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 4.15

Donnons d’abord la fonction f et sa matrice jacobienne

Fo = x%+(x§—1)2_4) Df(x):(le 2(x2—1)
X

2 x% +1 2x1 2%y
Alors on peut calculer x) en fonction de x(©' de la maniére suivante :

(Df (x9) k== (x®), xV = x + 1

Par exemple, si on choisit

=
Il
—_—
N —
o
=}
Q
&
=5
Q
=
=
5
O
~
—
Rﬂ
e
N—
Il
—_—
(\C S
o
—
S~————
~
~—
XA
=
N—r
Il
—_—
|
w
N —

puis apres résolution

5 NP . . 1.25
Aprés quelques itérations on obtient la solution x = 256 |°

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 5.1

Le probleme s’écrit :

n
> atf=f), i=0,..,n.
k=0

C’est donc un systeme linéaire de n + 1 équations a n + 1 inconnues. Ce probléme a une solution unique puisque la
matrice M du systéme (appelée matrice de Van der Monde) est alors inversible.

1t .. tff
M= 1 1 .. l'ln
1 ty .. t}

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 5.2

On doit avoir m = 2 car par trois points non alignés on ne peut faire passer une droite!
Pour m = 2, le polyndme d’interpolation s’écrit p(t) = 1 — 2. Remarquons que pour m > 2, il passe un infinité de poly-
nomes par trois points.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 5.3

1. La droite passant par les points (;, z;) et (¢;+1,z;+1) a pour équation y = g;(t). g; s'écrit :

r—1t; t—1t;
gi(t)=Zi—;+1+Z' :

i+1 .
i~ i+ Liv1— L
2. Laligne brisée a pour équation y = g(¢) ou g est une fonction définie par morceau :

8o(t) pour fE€ [, 1]

g(f) = g1() pourie[n, ]

8n-1(f) pour € [ty-1, t;]
On peut remarquer que g;(%;+1) = gi+1(%i+1) = zi+1, lafonction g est une fonction continue sur [y, f,], par contre g

n’est pas dérivable aux points f;, ..., f;—1, en ces points la courbe présente des points anguleux, les derivées a droite
et a gauche existent mais sont différentes.

On verra plus loin les splines cubiques qui sont également définies par morceaux, mais qui ont plus de régularité.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 5.4

1. Sil'on applique le résultat sur le calcul d’erreur, on trouve
e(f)=0

car la dérivée d’ordre n + 1 d'un polyndme de degré n est nulle. Ce résultat s’explique car par n + 1 points il passe
un polynome et un seul de degré n, c’est donc ¢!

2. Sil'on applique le résultat sur le calcul d’erreur, on trouve

e(t) = (n+ Dy (8) = m,(1),

(n+1)!
car la dérivée d’ordre n + 1 d’'un polynome de degré t"*! est (n+1)!.

On aurait pu retrouver ce résultat directement. Si 'on note p le polyndme de degré inférieur ou égal a n tel que
p(t;) = g(t),i =0,1,...,n, alors g — p est un polyndme de degré inférieur ou égal a n + 1 qui vérifie (g — p)(¢;) =0,
donc e(t) = (g — p) (1) = a(t— tp) (t— f)...(t — t,), or le coefficient de ¢**! dans le polynéme g — p est 1, donc a = 1

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 5.5

Les polyndmes étant tous de degré distinct, il est facile de montrer qu’ils sont linéairement indépendants. Or £2;, est un
espace vectoriel de dimension 7 + 1. Donc toute famille libre de £2,, de n + 1 éléments est une base de £2,,.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 5.6

Ona
po(?) = f(tp) =1.

On a p, (1) = co + c1(t — 1), on écrit que p; (fo) = f (), p1(t1) = f(#1), on obtient les coefficients ¢y =1, ¢; =2,
pr(H=1+2(t-1).

On a po(t) = ¢ + ¢} (t— to) + ¢, (t — tp) (t — 11), on écrit que p2(fy) = f(to), p2(t1) = f(t1), p2(t2) = f(2), on obtient les
coefficients ¢j = 1,¢} =2,¢, = -3,

pa2(t) = 1+2(t—1)—%(t—1)(t—2).

On remarque bien, comme indiqué dans le paragraphe de cours, que les polynomes sont 'emboités’ et que pour
chaque nouveau polyndme il suffit de calculer un seul coefficient.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 5.7

1. Par construction de p, il est facile de montrer que p(t;) = f(¢;) pour i =0,...,n et p(0) = f(0). Le degré de ce
polynome est évidemment égal a n + 1.

2. Les propriétés du polynéme de Newton donne :

p(t) = pn(t) +f[t0: tl,..., tn) t]Hn(t)

en(0) = f(0) — pn(0) = p(0) — pn(0) = flto, 11,..., tn, 0111, (6).

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 5.8

Le polynome s’écrit
p(t) = co+c1(t— to) + c2(t — o) (£ — 7).
Or
p (1) = f(to) = co = flto]

11) — 1 (1, to) — (¢
pt)=fH)=>c= 1) =/ ko) = =) = flto, ;1]
Hh—1 to— 11

[ () - f (1)
e S0 0] flt, o] - fltg, 0]

h—h h—-h

p)=f()=>c= = flt, to, 1]l = flto, 11, 2]

On a utilisé la symétrie des différences divisées.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 5.9

Pour calculer les coefficients de p3(¢) dans la base de Newton, nous sommes conduits a construire le tableau proposé
dans le cours pour 7 = 3, ce qui avec les données de |'exercice nous donne :

k=0 k=1 k=2 k=3
1
=0 f[to]zi
1
nh=1 flul=1 f[to»h]:E
1
=2 flel=2 fla, l=1 f[to.t1.t2]=z
t3=3 [l‘]_—1 [, 13] = —— [y, ¢t t]_—z [to, 11, L l']_—g
3= f3—2 f2,3—2 f1,2,3—4 fo»1»2»3—3

On peut donc écrire p3(t) de la fagon suivante :

(t)_l+1t+1t(t—1)—%l’(f—1)(t_2)
Pl =5 oty 3 '

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 5.10

Si vous avez compris les calculs effectués dans le tableau des différences divisées du paragraphe Différences divisées /
Calcul pratique, il suffit d’ajouter une ligne a ce tableau pour ajouter un point d’'interpolation. Les coefficients {cy, ..., c;}
sont les mémes que ceux de p;, le dernier coefficient de la derniere ligne donnera c; ;. Si les calculs ont été faits a la
main, vous les avez évidemment gardés. Par contre, si vous avez utilisé 1’algorithme donné dans le méme paragraphe,
une colonne se superpose a la précédente, et le tableau complet n’est donc pas gardé en mémoire. Il faut donc penser a
stocker le tableau ...

En ce qui concerne la base des polynomes de Lagrange, chacun d’eux est construit a partir de tous les points d’inter-
polation, ce qui nécessite de recalculer tous ces polynomes lorsque I’on rajoute un point d’interpolation !

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 5.11

1. Lalgorithme "classique" est le suivant :

: Les données sont : cg,...,Cn, toy..., n—1, 1t
1 qd=t—1

p=ctC1*q

: pour k =2 jusqu’a n faire

qg=q* (t—tr_1)

P=p+tcc*q

: fin pour

Ceci correspond a 2n — 1 multiplications, n additions et 7 soustractions.

2. Le schéma de Horner, dont I'algorithme est donné dans le cours compte »n multiplications, »n additions et n sous-
tractions.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 5.13

Sur chacun des 7 intervalles [#;, t;+1],i =0, ...,n—1, g est un polynome de degré inférieur ou égal a 3, on a donc g(t) =
a;+Bit+y;t*>+6;t3,ilyadonc 4n inconnues.
On doit avoir
g =g, g tH =gt g" ) =g"t;)i=1,..,n-1

afin que la fonction g soit 2 fois continiment dérivable. On obtient donc 3(n — 1) équations.
La fonction g doit interpoler, on doit donc avoir g(¢;) = y;,i =0, ..., n.
On adoncautotal3n -3+ n+1=4n-2 équations.
Il manque donc deux équations, c’est pourquoi on impose, par exemple, les conditions supplémentaires :

g (1) =g"(ty) =0

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 6.1

n
1. Sipe 2, alors Vit p(f) = Z p(t;))Z;(1t), donc
i=0

b n b n
I(p) =f p(dt=)_ p(mf Linder=)Y wip(t;) =J(p).
@ i=0 a i=0
I(p)=](p), Vpe P, = 1(ZL))=](£)),j=0,..,n,
or b
1)) =f L0 dI(E) =Y. w1 = w;,
@ i=0
d’ou1 le résultat.
3. I(p)=J(p),VpeP,=>1(p;)=J(pi), i=0,..,n

Réciproquementsi pe &, p= Z a;p;, donc

i=0
n b n n
I(p)=Y. aif pidr=) al(p)=7) a;J(py.
i=0 a i=0 i=0
D’autre part :
Jp)=Y wipt)=> w;) aipi(t)=) a;y wja;ipi(tj)) =) aiJ(pi.
j=0 j=0  i=0 i=0  j=0 i=0

Ce qui termine de démontrer 1'égalité.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 6.2

1. Sion note p; les polynémes de la base canonique p;(#) = t', on écrit

I(po) = J(po) <& f}ldt:w0+w1+w2 S wy+wp+wy=2
Ipy=J(p) o [Ltdt=-wo+w, ©wy—wr=0
Ip)=J(p) & [Lrdi=wy+w, & wy+w,=2

Pour que ces 3 relations soient vérifiées, il faut que wy = w, = %, w) = %

Vérifions avec ces coefficients si I(p3) = J(p3), apres calcul, on obtient I(p3) = J(p3) = 0, on continue!
On calcule I(ps4) = %,](p4) = %

La formule construite (qui s’appelle la formule de Simpson) est exacte pour tous les polynomes de degré inférieur
ou égal a 3.

On aurait pu calculer les coefficients w; en écrivant w; = f_ll Z;(t)dt ou %Z; estle polynome de la base de Lagrange.

2 1
f f(t)dt:f fu+Ddu,otu=t-1
0 =1

1
Sion pose g(u) = f(u+1), f g(w)du est approchée par
-1

1 4 1 1 4 1
§g(_1) + §g(0) + §g(1) = gf(o) + gf(l) + gf(Z)

d’ot1 la formule.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 6.3

2 2

. On vérifie que I(po) = J(po) =b—a, I(p1) =J(p1) = )

. L'ordre est donc au moins égal a 1, on calcule

3 S

)= 2% 1) = (b - )(&b)2
p2) = 3 , J(P2) = a >

I(p2) # J(p2), donc la formule est d’ordre 1.

. La formule de Taylor est :
(t— M)

f@© =fla)+ @ —tan) f (e + ey

b
J(f) = (b= @) f (1a2) =f Flewdt

d

onc b b l (t_ M)2 )
E(f):l(f)—f(f)zf (f(t)—f(tM))drzf G aof f(endt

a a
b
orf (t—tp)dt =0, donc
b f— _ 2 b 3
E(f)zf( t)” f"(cndt = f”(n)f( D" 4 = prm 4“)

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 6.4

I(po) =2, J(po) = w, donc il faut que w = 2.
I(p1) =0, J(p1) =21y, donc
— sify#0,1(py1) # J(p1), I'ordre est 0.

2
— sitg=0,I(p1) = J(p1), on ade plus I(p2) = g,](pz) =0, doncl'ordre est 1.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 6.5

1
On approche I(f) =f1f(t)dtpar](f) =f=D+ fQ).
On calcule :
I(po) =2, J(po) =2,

I(Pl) = 0» ](Pl) = 0)

2
I(p2) = 3’ J(p2) =2,

Donc 'ordre est 1.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 6.6

On calcule
I(po) =2, J(po) = wo + w1 + ws + ws,
1

1
I(p1) =0, ](Pl):_w0_§w1+§w2+ ws,

2 1 1
I =—, =wo+—-w;+-—-wy+ ws,
(p2) 3 J(p2) ot gWit gl 3

1 1
I =0, =—Wy— —W; +—Ws+ Wws,
(p3) J(p3) 0= 5o Wit oo W+ W3

On obtient un systéme de 4 équations a 4 inconnues.
En remplacant la 4éme équation par la 4¢éme moins la 2éme, on montre que w; = w».

En remplacgant la 3eme équation par la 3eme moins la 1ere, on montre que w; = wy = e

On résout alors les deux premieres équations, on obtient :

1 3
Wo=wW3=—, W1 =Wy=—.
0 3= W 2=7

On calcule I(p4) et J(p4), ces deux valeurs sont distinctes, donc I'ordre vaut 3.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 6.7

En applicant la méthode de Simpson sur chacun des intervalles [f;, f2;+2], on obtient

h
J(f)=3 (f() +4f (1) + () + f(12) +4f (13) + f(£g) + .o + fl2pa—2) + 4 (2p—1) + [ (B201)),

ce qui donne le résultat en regroupant. De méme en sommant les erreurs, on obtient :

hS
E(f)=-55 (FY0m0)+ fP M) + ..+ fP ).

On applique le théoreme de la valeur intermédiaire pour affirmer qu'’il existe 7 tel que

(FYm) + fPm) + ... + P (1)

@)y _
fm= T .

On a donc
B =~ LM = - -0 O
WSS o =S (Bl )

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 7.1

Revoyez la résolution des équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants, par exemple dans
le polycopié de MT21 chapitre9.
les constantes g et L sont positives, la solution de

é(t)z—%e(t),
6(0)=0,,6(0) = 0.

{ 01 = dCOS\/%t'f'bSin\/%t

d=90,b=0.

est donc

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 7.2

Pour £ €]0, al, y, est dérivable et sa dérivée est nulle.

Pour 1 €]a, +ool, y, est dérivable et y/ (1) = 52.

Donc en t = a y, admet une dérivée a droite et une dérivée a gauche, ces deux dérivées sont égales donc y, est
dérivable en a et y/,(a) = 0.

On vérifie que

pour £ €10, al, v/y4(t) =0 = y, (1),

pour t €]a, +ool, \/ya(t) = @ = tE_a = J’éz(t)-
On a de plus y,(0) =0, y, est donc solution du probleme de Cauchy.

Le probléme de Cauchy admet donc une infinité de solutions

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 7.3

On pose
Yi(0) = 0(0), Ya(t) = (1), y(t)z( ggg )
on a alors
{9(t)=—%sin6(t), - Y'(f)Z( _%;zrf%(t) )zF(Y(t)),
0(0)=0,6(0) =0, Y(O):( 900 )

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 7.4

Revoir I'exercice 7.3 qui permet d’obtenir un systeme d’équations différentielles du premier ordre équivalent.
0(ty)

. ) est obtenu en résolvant
0(t1)

On choisit un pas h, on a #; = h, le vecteur Y qui est une approximation de (

7] . . , N
Yy = ( 00 ) +hF(YW), silon note u et v les deux composantes du vecteur Y@ on doit donc résoudre le systeme de

deux équations :

Y(D:( ‘900 )+hF(Y(D)©( ; ):( ‘900 )+h

v ) { u-—hv—-09=0
o

g v+h%sinu:0

—Zsinu
C’est un systeme de deux équations non linéaires que I'’on peut résoudre par exemple par la méthode de Newton vue
. L . . .. u . .
dans le chapitre 4. Cette méthode nécessite une valeur initiale pour le vecteur ( ” ), on peut choisir par exemple Y ©.

Pour calculer Y@ (puis pour les autres itérés), on devra résoudre 2 nouveau un systéme de 2 équations

Y@ =y® 4 hFry®).

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 7.5

Revoir I'exercice 7.3 qui permet d’obtenir un systeme d’équations différentielles du premier ordre équivalent.

0
On choisit un pas h, on a t; = h, on pose y© — ( 00 ) = Y(0). Le vecteur YO qui est une approximation de ¥ (£,) =
0(t1) b lict o
(1) est obtenu explicitement en écrivant

Y(l) — Y(O) + g (F(Y(O)) +F(y(0) + hF(Y(O))))

On calcule
7] 0 0
0) _ 0 0)y _ (0) 0)y _ 0
Y _( 0 )’F(Y )_( —%sin@o )’ g )_( —h%sin@o )’
g .
A ) :( __hgzssi;n:o )
T 0

ce qui permet d’obtenir YV,

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice 7.6

Pour le schéma d’Euler simple on a
20 =Y0, 2i=2j—1—Ahzi.1 =1 -Ah)zi_1 =..=(1 —Ah)iZO

Onaih=t donci= ,—2, quand h tend vers 0 (1 — Ah)! est indéterminée de la forme 1°°, levons I'indétermination.

(1-AR) = (1-Ah)7 = exp (éln(l - Ah) =exp (%(—Ah +he(h)) .

On a donc
, t
lim(1—Ah)" = lim exp (—(—/Ih < he(h))) =exp (—=A1).
h—0 h—0 h

Et donc
hm zi = yoexp(—At1).

Pour le schéma d’Euler implicite on a

1 1 !
20 = Yo, < —Zi_l—lhzi < Zi = mzi_l =..= (1+/1h) <0

La encore, quand & tend vers 0 (5 ) est indéterminée de la forme 1°°, levons I'indétermination.

t

1 h 1 t t
(1+/1h) (1+/1h) exp( (1+7Lh)) _exp(—ﬁln(1+)1h)) —exp(—E(/lh+he(h)) .

On a donc
i

¢
}l~0(1+/1h }lline"p(_ﬁmh*h“h))) exp (~A1)).
Et donc

lim z; = —At).
oL Yoexp(—Af)



Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 7.7

Pour obtenir I'ordre du schéma d’Euler-Cauchy;, il faut calculer le développement limité de

h
Tu+1(R) = J/(tn+1) - y(tn) - E (f(tn;y(tn)) +f(tn +h, y(tn) + hf(tn,y(tn)))),
ou y est solution de
y' () = f(5,y(0).

On va supposer que les fonctions f, y sont suffisamment dérivables En utilisant les résultats sur les dérivées des
fonctions composées, on obtient
of of

vy = E(t,y(t)) +y (t)a(t,y(t))

On peut écrire 7,41 (h) comme la somme de trois termes :
h h
A=y(tys1) —y(ty), B= _Ef(tn;yun))» C= _Ef(tn + h;y(tn) + hf(tn,y(tn)))

I

h? h3
A= y(tns1) — y(tn) = by (tn) + 7y"(tn) 3y (©), Cc Elty, tys1l.
B——ﬁ (£, V(L )——ﬁ "(t,)
= 2f nyJ/(n) = 2J/(n-

h h , h
C= _Ef(tn + h;J/(tn) + hf(tn;_)/(tn))) = _Ef(tn + h;J/(tn) + hy (tw)) = _Eg(h);
ou1'on a noté
g(h) = f(tn+h,y(tn) + hy (tn))

en utilisant les dérivées des fonctions composées, on obtient :

0 N )
g'(h) = a_};(tn + h;J/(tn) + hy,(tn)) +Yy (tn)é(tn + hy}’(tn) + hy ()



on a donc of of
8(0) = f(tn, y(tn)) = y'(tn), §'(0) = == (tn, y(tn)) +y’(tn)5(tn,y(tn)) =" (tn)

En utilisant le développement de Taylor, on obtient

h? h?

g(h) =g(0) + hg'(0) + ?g"(d) =y'(tn) + hy" (tn) + 7g"(d), d €10, h,

d’out ) 5

h h h

C e / t _ = t _ o d .
ZJ’(n) 2J’(n) 4g()

En regroupant

Ti1() = A+B+C=h> (_y’"(c) _ g”(d))

3 4

I

sil’on suppose que les fonctions y" et g” sont majorées respectivement par M; et Ma, on obtient

M; M.
|rn+1(h)|sh3(?l+72),donc <MW, 0=sn<N-1

Tp+1(h) ‘
h
le schéma d’Euler-Cauchy est donc d’ordre 2.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice 8.1

Si A, était complexe non réelle, alors A1 serait une autre valeur propre A, et on aurait |1, | = |A2], ce qui est faux, donc 1,
est réelle. Il est évident que A; est simple.

Retour a I'exercice A
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